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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Litseumis |

1. REAALARVUDE PIIRKONNAD

Kuna erinevates dpikutes kasutatakse reaalarvude piirkondade markimiseks erinevaid
tahistusi, siis oleks kasulik teada moélemat varianti.

Nimetus Tingimus Esimene Teine tahistusviis
tahistusviis
L&ik a-st b-ni as<x<b [a; D] [a; b]
Vahemik a-stb-nija<x<b Ja; b[ (a; b)
Poolldik a-st b-ni la<x<b [a; b[ [a; b)
a<x<h la; b] (a; b]
Loépmatu poolldik | x> a [a; oof [a; =)
x<a J—o0; a] (—o0; @]
Lopmatu vahemik | x > a ]a; oof [a; )
x=<a J=0; a[ (=0; 2]
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Lutseumis 2

2. FUNKTSIOONI MAARAMISPIIRKOND

Leiame funktsiooni y = % +1/4 + x +In (8 — x) maaramispiirkonna.

Leiame iga liidetava maaramispiirkonna eraldi:
3

1. f(x) = onmaéaratud, kui x=0, X;=R\{0}.
2.9(x) =1/4 + x onmaaratud, kui 4+ x>0,ehk x>-4, X, =[-4; .
3. k(x)=In (8 —-x) on maaratud, kui 8 — x>0, ehk x<8, X;=]-o0; 8[.

Esialgse funktsiooni maaramispiirkond on hulkade Xj; X, ja X3 uhisosa.
Vastus: X =[-4; 0[U]O0; 8.
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Lutseumis 3

3. FUNKTSIOONIDE y=)§(, y=-/4 +x ja y=In (8 — x) GRAAFIKUD
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Litseumis 4

4. PERIOODILISED FUNKTSIOONID

Funktsiooni nimetatakse perioodiliseks perioodiga T, kui iga x korral maaramispiirkonnast
kehtib vordus f(x + T) = f(x).

1. Leiame funktsiooni f(x) = sin 3x + sin 4x perioodi.

Funktsiooni f(x) periood on lildetavate funktsioonide perioodide vahim uhiskordne.
Kui g(x) = sin 3x, siis T1 = 21:3 ja kui k(x)=sin4x,siis To=2n:4=mn:2.

Seega otsitav periood on 2m.

=
[ =/ ey AR
//° 7\ [F\

2. Leiame funktsiooni y = sin (1,5x — 18°)perioodi.

Siin T= 12—% =% . Perioodi leidmiseks voib lahendada ka vorrandi

sin (1,5x — 18°) = sin [1,5(x + T) — 187].

PNV,
/ i \&/\ AR\\ / /
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Lutseumis 5§

5. FUNKTSIOONI y = f{x) UURIMISE ULDINE SKEEM

Jrk Mida leiame Tahis Kuidas leiame

1 Maaramispiirkond X  Reaalarvude hulgast R jatame valja kdik
need muutuja vaartused, mille korral pole
vBimalik leida funktsiooni vaartust.

2  Muutumispiirkond
3  Nullkohad

Y  Leitakse poordfunktsiooni maaramispk.
Xo

4  Positiivsuspiirkonnad X" Lahendatakse vorratus f{(x) > 0
X
X'

Lahendatakse vérrand f(x) =0

Negatiivsuspiirkonnad Lahendatakse vorratus f(x) <0

5 Kasvamisvahemikud Leitakse funktsiooni esimene tuletis f (x)
Lahendatakse vorratus f (x) > 0

Kahanemisvahemikud x¥ Lahendatakse vérratus f (x) <0

6 Ekstreemumkohad, Xmax Lahendatakse vorrand f‘(x) = 0. Sobivad
nende liigid Xmin  vaid need vdrrandi lahendid, mille korral

tuletis muudab marki.
Ekstreemumkoha liik maaratakse teise
tuletise abil:
Kui f~(x) > 0, siis x on miinimumkoht,
Kui f(x) < 0, siis x on maksimumkoht
x on siin vérrandi f (x) = 0 lahend

7 Ekstreemumid Ymax  Maksimumid: Ymax = f(Xmax),
Ymin  Miinimumid: ymin = f(Xmin)

8 Ekstreemumpunktid Pmax  Funktsiooni y = f(x) graafiku punktid
P min P max(Xmax; ymax) ja P min(Xmin; ymin)

9  Funktsiooni graafiku xx  Lahendatakse vérrand f (x) =0
kaanukohad
10 Kaanupunktid P« Punktid koordinaatidega Px(xx; ¥«),

kus yi = f(Xx)

11 Funktsiooni graafiku X" Kumeruspiirkonnad: f (x) <0,
kumerus ja ndgusus X~  Nogususpiirkonnad: f (x) >0

Taiendavalt voib kontrollida, kas funktsioon on paaris voi paaritu (voi pole kumbki). V6ib
arvutada ka piirvaartused lim f(x), kus x—»>+w v8i x—a- ja x—a+, kus a on funktsiooni
graafiku katkevuskoht.
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Lutseumis §

6. FUNKTSIOONI y = x* — 4x* TAIELIK UURIMINE

1. Funktsiooni maaramispiirkond.
X = R, sest funktsiooni maarav avaldis ei sisalda murde, astmeid, trigonomeetrilisi
funktsioone, logaritme jne. Muutuja x mistahes vaartuse korral saab y vaartust leida.

2. Funktsiooni muutumispiirkond
Vt 16ppu.

3. Funktsiooni nullkohad.
Lahendame vérrandi x> —4x* =0, x*(x—4) =0, millest x; = x, =0, x5 = 4.
Nullkohtade hulk on Xj = {0; 4}.

4. Funktsiooni positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad. A
Skitseerime funktsiooni ligikaudse graafiku. e +

Joone skitseerimisel arvestame sellega, et 0 on 0 i
kahekordne nullkoht, seega poordub joon seal \/
tagasi. ,

X" =14; of, X =]-00; O[U]0; 4]

5. Funktsiooni kasvamine ja kahanemine.

Leiame f'(x).

f'(x) = 3x° — 8x

Kasvamisvahemikes f’(x) > 0 ning kahanemisvahemikes f'(x) < 0. Skitseerime tuletis-
funktsiooni ligikaudse graafiku ja leiame sealt vastavad vahemikud.

A
T\ AT Tuletise graafik labib x-telge punktides 0 ja % (need on
0 | vérrandi 3x* — 8x = 0 lahendid).

X' =1 0 X' =155l XF=1005 [

6. Funktsiooni ekstreemumkohad, nende liik.

Ekstreemumkohad voivad olla vaid x=0 ja x = % . Ekstreemumkoha liigi maarame

teise tuletise f"'(x) = 6x — 8 abil.
Et f"'(0) = -8 < 0, siis x = 0 on maksimumkoht: X, = 0,

f”(% )=8>0, siis x =% on miinimumkoht: X, =% )
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Lutseumis 7

7. Ekstreemumid.

Funktsiooni ekstreemumite leidmiseks leiame f(0) ja f(% ).

Ymax = f(Xmax) = 03 - 402 = Oa
_ _8y3_, 8 _=256
ymin_f(xmin)_(3) -4 3~ 27 -

8. Funktsiooni graafiku ekstreemumpunktid.

. 8 —256
Pnax(0; 0) ja Pm,-n(§ o7 ).

9. Graafiku kaanukohad, kaanupunktid.
Kaanukohal f''(x) = 0 ja teine tuletis muudab marki.

Lahendame voérrandi 6x — 8 = 0, millest x, =% )

Leiame niiiid yk=f(xk)=%278.
4 —128

Kaanupunkt on Pk(g; 57 ).

10. Funktsiooni graafiku ndgusus ka kumerus.
Skitseerime teise tuletise graafiku ja loeme sellelt vastavad piirkonnad.

4 Graafiku ndgususpiirkond X" =] % - oo
X~
>

y )
a /m kumeruspiirkond X" = J—x; 3 [.

e

Eespool jai leidmata funktsiooni muutumispiirkond. Arvestades seda, et funktsioonil
ei ole katkevuskohti ning

lim(x’ —4x*)=0 ja  lim(x’ —4x*)=—-o

X—>0 X—>—00

saab Oelda, et funktsiooni muutumispiirkonnaks on reaalarvude hulk: Y = R.

Saadud tulemuste jargi skitseerime niiiid funktsiooni y = x* — 4x* graafiku.
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7. FUNKTSIOONI y = x* — 4x* GRAAFIK
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Lutseumis 9

x3

8. FUNKTSIOONI f(x) =

1. Maaramispiirkond

Funktsioon pole maaratud, kui 2 — 3x =0, ehk x =§ .Seega X=R\ {% } voi
2 2
X=]03 [U]35;

2. Muutumispiirkond.

S 4 . : 2x+ 3 S
Funktsiooni y = 2 _3x poordfunktsioon on y = 3x+ 4 Selle funktsiooni

maaramispiirkond on R\ {—% }, mis ongi esialgse funktsiooni muutumispiirkond:

Y= R\{—3}

3. Funktsiooni nullkohad.
Funktsiooni f(x) vaartus on 0, kui murru lugeja on 0 ja nimetaja nullist erinev.
Xo ={0,75}.

4. Funktsiooni positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad. m

4x -3 4x -3 —
Lahendame vorratused 2 _3x >0 ja 2 _3x <0.

>

2 3
3 4
Joonlselt Ioeme vastavad piirkonnad:

— 2
X =120 1 X =kl (5ol

5. Funktsiooni kasvamine ja kahanemine.

Leiame funktsiooni esimese tuletise f'(x) = ﬁ Kuna tuletis on kogu funktsiooni
maaramispiirkonnas negatiivne, siis

2
X'=@ ja X'=R\{3}.

6. Funktsiooni ekstreemumkohad.
Puuduvad.

7.ja 8. Ekstreemumid ja ekstreemumpunktid.
Puuduvad.
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Litseumis ()

9. Funktsiooni graafiku kdanukohad, kaanupunktid.

Leiame funktsiooni teise tuletise ' (x) =ﬁ .

Graafikul pole kaanukohti, sest vorrandil ﬁ =0 pole lahendeid.

Samuti puuduvad kaanupunktid.

10.Funktsiooni graafiku kumerus ja nOqusus.

. 2 . 6 . 2 . 6
Kui X>§,SIIS W>O. KUIX<§,SIIS W<O.

Seega X ' =]5;o] ja W=]—<>o;%[.

11. Arvutame piirvaartused.

Kuna funktsioonil on kohal x = 3 katkevuskoht, siis leiame piirvaartused protsessides

: 2 . 2
X—too ja X> 3+ ja X>3—.

. 4x -3 4 . 4x -3 . 4x -3

[im —— [im im

x—w ) —3X 3 2. 2-3x 2. 2-3x
3

Funktsioon ei ole paaris ega paaritu, samuti pole perioodiline.

Saadud tulemuste alusel joonestame funktsiooni graafiku.
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4x-3
2-3x

9. FUNKTSIOONI f({x) = GRAAFIK
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12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Litseumis 12

10. FUNKTSIOONI y =+/x* — 4 TAIELIK UURIMINE

1. Funktsiooni maaramispiirkond.

Et juuritav peab olema mittenegatiivne, siis lahendame Xﬂ f I;L
ruutvérratuse x* — 4 > 0. 7, 7
Seega X =]—o0; -2] U [2; oo]. —2 2

2. Funktsiooni muutumispiirkond.

Juure vaartused saavad olla vaid mittenegatiivsed. Kui
X—to0, Siis y—o, seega Y = [0; oof.

Sama tulemuseni jduaksime poordfunktsiooni uurides.

3. Funktsiooni nullkohad.
-4 =0, ¥-4=0, x=-2 ja x,=2.
Seega X, ={-2; 2}.

4. Funktsiooni positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad.
X' = o 2[U 2 o] ja X = .

5. Funktsiooni kasvamine ja kahanemine.

Leiame f'(x) = ﬁ , F'(x) >0, kui x>2 ning f'(x) <0, kui x<-2.

Seega XT= 12; oof ja Xi = J~o0; —2].

6. 7. ja 8. Ekstreemumkohad, ekstreemumid ja ekstreemumpunktid.
Tuletis ei vordu Uhegi x vaartusel 0-ga, seega
Ekstreemumkohad, ekstreemumid ja ekstreemumpunktid puuduvad.

9. ja 10. Funktsiooni graafiku kaanukohad. Graafiku ndgusus ja kumerus.

Leiame funktsiooni teise tuletise f''(x) = 2 ;)16X2 4

Kuna f"'(x) < 0 kogu funktsiooni maaramispiirkonnas, siis kaanukohad ja
kaanupunktid puuduvad.

Samuti puudub graafikul ndgususpiirkond.

Graafiku kumeruspiirkond on X' = ]—o0; —2[ U ]2; oo].

Funktsioon on paarisfunktsioon, sest iga x korral maaramispiirkonnast
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11. FUNKTSIOONI y =+/x* -4 GRAAFIK

oo

o

/

¥
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12. JOONTE LOIKEPUNKTIDE LEIDMISE ULESANNE |

y=X-x-6 |x+y+1=0

y=2x—1 y=x—2x+2
[T T
7 7
6 \ /
; \ /
A \:
\- s | |/
| / o
o / ;
|
-3 -4 -1 I 2 3 4:; . R ! D;r
pA
VAL
-4 -3
;
/ -6 =5
y=x'-x-6 {y:x2—2x+2
{Y=2X—1 y=-x-1

Lahendatakse vorrandististeem
Joonte I6ikepunktid on

P(1,5 +1[7.25 ;2 + 2\[7.25)
K(1,56-7.25 :2 - 2\[7.25 )

© Allar Veelmaa ja OU SERK 2006
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13. JOONTE LOIKEPUNKTIDE LEIDMISE ULESANNE I

LN

| "* \
Lahendame vorrandisusteemi

y=Xx+3
Yy=-—X+X+6

Joonte I6ikepunktid on

P(3;3+/3) ja

Q(\/3;3-4/3)

© Allar Veelmaa ja OU SERK 2006

x—y+3=0 X —4x-y=0

y=_x2+x+6 y+2X+1=0
n | ¢ /
0 P

Lahendame vorrandisusteemi

y=x>—4x
y=-2x-1

Sirge y =-2x—1 on parabooli
y = x> — 4x puutuja punktis (1; =3).
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14. JOONTE LOIKEPUNKTIDE LEIDMISE ULESANNE III

y=xX-x—-6 y=xX-x-6
y=_x2+x+2 y=X2—X—4

Léikepunktid leidke iseseisvalt!
\ /

/ — / B
- N w
~—
\\

_o -J
4 4
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15. JOONTE LOIKEPUNKTIDE LEIDMISE ULESANNE IV

)gy:;g; 116 )= 3[5(-25)( +9)
X+y =9
5‘ \‘ 5‘
/.«-""'r:' _-h““'x\ \q
// T 1 ] Y N
AN TN
IRE 4 :11 ‘i / : \\\
S i ( j J | e
el D | W 1N
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16. JOONTE LOIKEPUNKTIDE LEIDMISE ULESANNE V

y=x-1 A/5(-2x + 9)

X +y =16 y= 5
X+y =9
< P BN
vl By PR B
& \ A =T 1 N
="

I
|
|
4
|~

A
N
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17. NEWTON - LEIBNIZI VALEMI RAKENDAMINE

Pinnatuki pindala arvutamisel kasutatakse Newton-Leibnizi valemit:

b
S = [ f(x)dx =F ()~ F(a),

kus F'(x) = f(x).

1. Pinnatukk asub x - teljest Glevalpool.
Leiame joontega y = 0,5(—x*+6x), x=1,x=5 ja y=0 piiratud pinnatiiki pindala.

A
TN
[p==
L
e
e\

7/ \

-1

=1 5% pindalatihi kut

3
S= j.(— 0,5x + 3x)dx = (—% + I,SxZ]i
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2. Pinnatukk asub x-teljest allpool.
b
Sel juhul S =| [f(x)dXx |-

Leiame joontega y =—(x—3)% y=0 ja x=0 piiratud pinnatiiki pindala.

3

0

3
= ()(——3x2 +9x]
3
9

~27+27=9 pi.
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3. Pinnatlkk koosneb mitmest osast.
Leiame viirutatud pinnatuki pindala, kui seda piiravad jooned
y =0,5(-x" +2x* + 3x) ja x-telg.

Tuleb arvutada kahe pinnatuki pindala :
1) roheliseks varvitud pinnatukk;
2) siniseks varvitud pinnatukk.

7

S =ﬂ pU
S, = 5,625 pil.
S=S,+S,= 5ﬂ plndalauhlkut

12
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3. Pinnatukki piiravad mitu joont.

1. Leiame pinnatuki pindala kui seda piiravad jooned 2. Pinnatukki piiravad jooned
y=e", y=e*jay=e.

y=x-5ja y=—x*+3.

S = 1,5 pindalauhikut

1. Leitakse integreerimise rajad, selleks lahendatakse vérrand f(x) = g(x).

2. Arvutatakse pindala.

1 .
S = 213 pu.
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18. TEHTED VEKTORITEGA TASANDIL JA RUUMIS

- -
On antud tasandivektorid a = (x1;y1) ja b = (X2;y>2) ning ruumivektorid

- s
a=(xy;y1,21) ja b =(x2,¥2,22)

Tasandil
- >
Vektorite summa a+ b = (x1 + X2;y1 +¥2)

- -
Vektorite vahe a- b =(x1 —Xx2;y1 —-Y2)

%
Vektori korrutis arvuga k- a = (k- x1;k - y1)
X1_nN

Vektorite kollineaarsus ==
X2 Y2

%
a

Vektori pikkus |a| = \/(Xz ~x1)% +(y2 - y1)°

- -
Vektorite skalaarkorrutis a-b = xq1 X2 +y1-Y>

- >

Nurk vektorite vahel ¢ = arccos j
a

-
-|b

Ruumivektorite korral kehtivad samad valemid, kuid tuleb arvestada sellega, et
ruumivektoril on kolm koordinaati.
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19. VEKTORITE KOMPLANAARSUS

. . 2 = —
Ruumi kolm vektorit a= (31;}’1;31 ): b :{Xz;yz;zz ) ja c :{Xi;yi;zi)

on komplanaarsed parajasti siis, kui nende vektorite koordinaatidest moodustatud
kolmerealine determinant vordub nulliga.

X, Yy 4
X, Y, 2 =0
X, Y 4

Komplanaarsus tahendab Uhel tasandil asumist.

— — —
Naide 1. Kontrollime, kas vektorid a = (1;0;0), b =(0;1;,0)ja ¢ =(0;0;1)
on komplanaarsed.

1, seega need vektorid ei ole komplanaarsed.

o ~ O

1 0
Arvutame determinandi |0 0
0 1

- - -
Naide 2. Vektorid a =(1;2;3), b =(2;4,6), ¢ =(-2;5;7) on komplanaarsed, sest

1 2 3
determinant |2 4 6/ =0.
-2 5 7
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20. SIRGE JA TASANDI VORRANDID RUUMIS

Kahe punktiga maaratud sirge vérrand ruumis

On antud punktid A(xs; y1; z1) ja B(xz; y2; 22).

Nende punktidega maaratud sirge vorrand on X=X Y=V _ 274

Xp—=X1 Y2-Y1 <Z22-2%

Punkti ja normaalvektoriga maaratud tasandi vérrand
_)

Tasand labib punkti P(xq; y1; z1) ja on risti vektoriga n = (A; B; C)
Tasandivérrandon (x—xq)-A+(y—-y4) - B+(z-2z)-C=0

Tasandi uldvérrand
Ax+ By +Cz+ D =0, kus A, B ja C on tasandi normaalvektori koordinaadid.
Uhe punkti ja kahe mittekollineaarse vektoriga maaratud tasandi vérrand

On antud punkt P(x4; y4; z1) ja kaks mittekollineaarset vektorit
Z =(a; b;c) ja Z =(d;e;f).
Sel juhul saab tasandi vérrandi leida kolmerealise determinandi
X=X1 Y-¥Y1 2-2

a b c | =0 abil

d e f

Kolme punktiga maaratud tasandi vorrand

On antud punktid P+(x4; y1; z1), Pa(X2; ¥2; 22) ja Ps(xs; y3; z3). Nende punktidega maaratud
tasandi vérrand on

X=Xy Y-¥Y1 Z-21
X2 =Xy Y2-Yy1 Z2-21=0.
X3=X1 Y3-Y1 Z43-241

- -
Selle alajuhtumi voib asendada eelmisega, kuna vektorid PP, ja PiP; on

mittekollineaarsed.
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21. MEETRILISED SEOSED KOLMNURGAS

e o+ fp+y=180°- sisenurkade summa
e atb>c,atc>b jab+c>a
e kolmnurga kdérgused h,, hy, ja h.
b |6ikuvad Uuhes punktis
e teravnurkses kolmnurgas asub punkt O
kolmnurga sees, taisnurkses kdljel ja
narinurkses valjaspool kolmnurka

Pindala s=aga =bgb =Cg"
1T 1 1
d ha:hb:hc=5:E:E.

Mediaanid ehk kuljepoolitajad

1. 16ikuvad Uhes punktis

2. BO:OF =CO:OD=A00E=2:1

3. Mediaan jaotab kolmnurga kaheks pind-
vOrdseks osaks, naiteks Spapc = Sapsc

4. Kolm mediaani jaotavad kolmnurga kuueks
pindvdrdseks osaks.

5. Punkti O nimetatakse ka raskuskeskmeks.

6. my = 0,5\/2b + 2¢° - a* =
=0,5\/b? + ¢® + 2bc cos a
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22. MEETRILISED SEOSED KOLMNURGAS i

Kolmnurga umberringjoon

A\

v

Umberringjoone keskpunkt asub keskristsirgete 16ikepunktis. Taisnurkses kolm-
nurgas on see hupotenuusi keskpunkt, nurinurkses kolmnurgas asub valjaspool
kolmnurka.

\/

LN

Kolmnurga siseringjoon

Kolmnurga siseringjoone keskpunkt on nurgapoolitajate 16ikepunkt.

C

Sisenurga poolitaja jaotab vastaskdulje
osadeks, mis on vdrdelised nurga lahis-
kllgedega:

BD:DC =AB:AC

Nurga poolitaja jaotab pindala vérdeliselt
lahiskulgedega:
SABD . SADC =AB : AC
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23. KOLMNURK

* Pythagorase teoreem:
aZ + b2 = CZ
* Eukleidese teoreem:
a°=fc ja b*=gc
* Teoreem korgusest:
h* = fg
*ab=hc S=0,5ab, R=0,5¢c

9

h .
=tfan p = Sina, ) =cosa = tana

h
g
Siinus- ja koosinusteoreem. Pindala valemid

b
sina sinfB siny

Siinusteoreem:

Koosinusteoreem:

a’ = b*+ ¢* - 2bc cos a
b* = a* + ¢* — 2ac cos B
c?=a’+b’*—2abcosy

Pindala valemid

S =0,5ah S =0,5ab siny S=pr — i_tl)?c
2 . .
Si== Szmsia T] 8 S =+/p(p-a)(p-b)(p—c) (Heroni valem)

a*\/3

Vordkulgse kolmnurga pindala S ="
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24. HULKNURK

& &

Kumer hulknurk Mittekumer hulknurk

Kumera hulknurga sisenurkade summa on S,, =(n — 2)180°.

Diagonaalide arv d = w :

TRAPETS

ROMB
_dvd;
S=75
d

ROOPKULIK

/ S =ab sin o
a

P
AN
[
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25. STATISTIKA POHIMOISTED

Uldkogum - objektide (nahtuste) hulk, mille kohta tahetakse teha jareldusi

Valim - mddtmiseks voetud osa Uldkogumist

VALIM
/ VALIM \
. ARVUKAS
TG FoaN SN - VALIMISSE SATTUMINE
ON VORDTOENAONE
KOIGILE ULDKOGUMI
OBJEKTIDELE
TUNNUSED
ARV:/UNNUSE\DA MITTEARVTUNNUS
PIDEV DISKREETNE / \

B - ——" JARJESTUS- ~ NOMINAAL-
Vaartused vdivad Uksteisest eralda- TUNNUS TUNNUS
olla reaalarvud tud vaartused:
mingist piirkon- vanus taisaastates, Vaartusi saab Vaartusi pole
nast, naiteks pereliikmete arv, sisu péhjal métet jarjes-
kasv, Opilaste arv klassis jarjestada: tada,
kaal, Meeldib vaga, rahvus,
aeg meeldib, elukutse,

ukskoikne, parteilisus
talutav,

ei kdlba kuhugi

Binaarsed tunnused - kaks teineteist valistavat vaartust:
sugu, elus-eluta
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26. MONINGAID STATISTIKAS KASUTATAVAID MOISTEID

Variatsioonirida — katse korduval sooritamisel saadud tulemuste esitamine mittekahaneva
vdi mittekasvava jarjendina.

Naide: hinnete 4, 4, 5, 2, 1, 2, 4, 5, 5, 3 variatsioonirida on
1,2,3,4,4,4,5,5,5 voivastupidi 5,5,5,4,4,4,3,2,1.

Sagedustabel — tabel, kuhu iga véimaliku sundmuse jaoks on toodud tema esinemiste arv
vaadeldavates katsetes.

Hinnete sagedustabel oleks selline

Hinne 5 3 2 1

4
Arv 3 3 1 1 1

Aritmeetiline keskmine — antud arvude summa jagatis nende koguarvuga.

Hinnete aritmeetiline keskmineon (5+5+5+4+4+4+3+2+1):9~3,67

Mood — variatsioonireas kdige sagedamini esinev suurus

Variatsioonirea 1, 3,4,4,4,4,5,6, 7, 7 puhul on mood M, =4

Voib olla ka kaks moodi, naiteks variatsioonireas 3, 5, 5,6, 6,7 on M, =5 kui ka M, =6
Mediaan — variatsioonirea keskmine element

Variatsioonireas 4, 5,6, 7, 8,9,9 on mediaaniks Mg =7

NB! Kui variatsioonireas on paarisarv elemente, siis loetakse mediaaniks arv

jarjekorranumbriga {g} + 1, kus nurksulud tdhendavad arvu taisosa.

Variatsioonirea 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 6 mediaan M, = 4

Halve — juhusliku suuruse x ja selle suuruse keskvaartuse (aritmeetilise keskmise) a
vahe, s.t. x—a

Dispersioon — halvete ruutude keskvaartus

Standardhalve — ruutjuur dispersioonist

© Allar Veelmaa ja OU SERK 2006




12. klass

Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Lutseumis 32

27. STATISTILISED FUNKTSIOONID Excelis

Funktsioon Funktsioon Excelis Naide
Aritmeetiline keskmine AVERAGE AVERAGE(A1:B100)
Geomeetriline keskmine | GEOMEAN GEOMEAN(A1:B100)
Harmooniline keskmine | HARMEAN HARMEAN(A1:B100)
Valimi maht COUNT COUNT(A1:B100)
Maksimaalne element MAX MAX(A1:B100)

Minimaalne element MIN MIN(A1:B100)
Mediaan MEDIAN MED(A1:A100)
Mood MODE MODE(A1:A100)
Dispersioon VAR VAR(A1:A100)
Standardhalve STDEV, STDEV(A1:A100)

STDEVP STDEVP(A1:A100)
Lineaarne korrelatsiooni- | CORREL CORREL(PLOKK1;PLOKK2)
Kordaja
Regressioonisirge tdus SLOPE SLOPE(PLOKK1;PLOKK2)
Regr.sirge vabaliige INTERCEPT INTERCEPT(PL1;PL2)

Kell 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19 ja 20 tanaval jalutanud 7 inimese pikkused

167 | 169 | 178 | 145

165 | 144 | 177 | 168

176

178 | 189 | 149 | 189

145|165 | 178 | 173

128

176 | 190 | 148 | 177

189 | 129 | 134 | 145

156

178 | 188 | 146 | 169

156 | 127 | 174 | 178

144

165 | 167 | 144 | 200

177 | 168 | 128 | 154

190

166 | 168 | 178 | 178

179 | 178 1189 | 178

206

167 | 159 | 155 | 149

149 | 148 | 123 | 155

167

12 13 14 15

16 17 18 19

20

Keskvaartus 164,6

Mood 178

Geomeetriline keskmine 163,5 Dispersioon 363,6

Harmooniline keskmine 162,3

Standardhalve | 19,1

Valimi maht 63

Standardhalve Il 18,9

Maksimaalne element 206

Korrelatsioonikordaja 1,2 0,94

Minimaalne element 123

Regressioonisirge téus 0,493

Mediaan 167

Regr. sirge vabaliige 93,9
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28. PERMUTATSIOONID, VARIATSIOONID JA KOMBINATSIOONID

N-elemendilist hulka saab umber jarjestada n'=1-2-3- ... n
erineval viisil. Naiteks 20 dpilasega klassis saab lapsi erineval moel ritta panna
2432902008176640000 erineval viisil (vahemalt 2 last on vahetanud koha).

n!
m!'(n —m)!
N: 10 elemendilisest hulgast saab moodustada 4-elemendilisi osahulki
; 100 1-2-3-4.5-6-7-8-9-10
a6l 1-2:3-4-1-2-3-4-5-6

Kombinatsioonid n-elemendist m-kaupa C,T =

210.

NB! Siin pole elementide jarjekord hulgas oluline.

L . m n
Variatsioonid n-elemendist m kaupa A, :ﬁ
n—-—m)

Moodustatakse osahulgad, kus oluline on ka elementide jarjestus, naiteks
{Juri; Mary} = {Mary; Juri}.

N: 6 voistlejast saab moodustada 4-liikmelisi teatemeeskondi (arvestades nuud
etappide labimise jarjekorda)

6 1.2:3-4-5-6

Al =—= = 360.
2! 1-2
Kui etappide labimise jarjekord pole oluline, siis selliseid vdistkondi on
6!
ci="" _1s.
41.21

Firma kuulutab konkursi 3 vakantsele katlaoperaatori kohale. Kohale tuli 20 soovijat.
o 1-2-3

Firma votab todle asjaajaja, koristaja ja muugimehe. Konkursile saabus 20 soovijat.
Erinevaid vdimalusi ametikohtade jaotuseks on nuud

=1140.

Erinevaid vdimalusi t6levétmiseks on niitid C,, = C

|
&:18-19-2026840.

Al =
07
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29. KLASSIKALINE TOENAOSUS

soodsate voimaluste arv
koikide voimaluste arv

Tdéenaosus p = .Seega 0<p<1.

Veeretatakse korraga kahte taringut. Kui suur on téenaosus, et uhel taringul saadud
silmade arv jagub teisel taringul saadud silmade arvuga ?

Margime taringuviskel saadavad tulemused tabelisse (J-jagub),

S/IP |1 2 3 4 5 6
1 J J J J J J
2 J J |- J |- J
3 J |- e J
4 J J |- e
5 J J |-
6 J J e J
Naeme, et soodsaid vdimalusi on 22, kokku kdiki véimalusi on aga 36,seega
22 11
P=36 =18 =0,611.

Heidetakse korraga kahte taringut. Kui suur on tdenaosus, et silmade korrutis pole
suurem 12-st vdi on 20-st suurem ?

Teeme jallegi tabeli. Mittesobivad véimalused on margitud musta varviga.

1/2 11 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6

2 2 4 6 8 10 |12
3 3 6 9 12 |15 |18
4 4 8 12 |16 |20 |24
5 5 10 |15 |20 |25 |30
6 6 12 118 |24 |30 |36

Mittesobivaid vdéimalusi on kokku 7, sobivaid seega 36 — 7 = 29.

Vastus: tbenaosus on % = 0,8056.
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30. SUNDMUSTE KORRUTIS JA SUMMA. TOENAOSUSTE LIITMISE LAUSE

Sundmust, mille korral toimub sundmus A kui ka sindmus B, nimetatakse sundmuste A
ja B korrutiseks.

Naide: olgu sundmus A taringuviskel vahemalt 3 silma saamine ja sundmuseks B
paarisarvuline tulemus, siis mélemat tingimust rahuldavad vaid 4 ja 6 silma. Téenaosus,

et mbélemad sindmused leiavad aseton p = % = %

Sundmust, mille korral toimub sundmus A voi sundmus B, nimetatakse sundmuste A ja B
summaks.

Naide: olgu sundmus A, et Juku saab eksamil hindeks 5 ja sindmuseks B, et ta saab
hinde 1. Téenaosus, et vahemalt Uks nendest sundmustest leiab aseton p = %

Kahte sundmust, mis ei saa esineda Uheaegselt, nimetatakse teineteist valistavateks
sundmusteks.

Naide: kaardipakist Uhe kaardi votmisel ei saa see uheaegselt olla punane kaart ja must
kaart.

Toenaosuste liitmise lause

P(A+B) = P(A) + P(B) - P(AB), ehk sbnades

kahe sundmuse summa téenaosus vordub nende sindmuste tdenaosuste summaga,
millest on lahutatud samade sundmuste korrutise tdenaosus.

Naide: olgu sundmuseks A ruutumasti kaardi tulek ning sindmuseks B pildikaardi tulek,

siis P(A) = o, P(B) = £5 ning P(AB) = >

52 52
13 12 3 22
P(A+ B) = 3 _22
seega P(A+B)=t-+ 05755 ")

Kui sindmused A ja B on Uksteist valistavad, siis
P(A+B) =P(A)+ P(B)
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31. TAISTOENAOSUS

On antud 3 urni. Neist Uhes on 4 punast ja 3 sinist kuuli, teises 3 punast ja 8 sinist kuuli ja
kolmandas 2 punast ja 6 sinist kuuli. Kui suur on tdenaosus, et kuul voeti teisest urnist ja
see on punane; suvalisest urnist huupi véetud kuul on sinine ?

LY

1. urn 2. urn 3.urn

1. pool ulesandest.

W=

Kui urn valitakse juhuslikult, siis p(U,) =

: : . : e e 3
2. urnis on 3 punast ja 8 sinist kuuli. Punase votmise tdenaosus on p(P) =11

Et kuul vbetakse 2. urnist ja see on punane

2. pool ulesandest.
Hupoteesid:

A - voetakse sinine kuul
H, - vbetakse 1. urnist
H, - vbetakse 2. urnist
H; - voetakse 3. urnist

A=(AnHq) UANH2) U(ANH;3)
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32. BERNOULLI VALEM

Vaatleme sindmust, mille esinemise tdenaosus on kogu aeg uhesugune. Olgu see p.
Selle sindmuse mittetoimumise tdenaosus on g = 1 —p.

. ) _ rk Kk n—k
Bernoulli valem: P, =C, p"q""".

Tdéenaosus, et madu-uss ndelab metsas jalutavat marjulist on 0,005. Kui suur on
tdenaosus, et 100 korda metsas kainut pole kordagi ndelatud; on ndelatud 2 korda;
ndelati iga kord ?

1. P1ooo = Cipo - 0,995' -0,005° = 0,606

2. Piooz2= Ciy - 0,995” -0,005” = 0,076

3. Pigosoo = Clgp - 0,995° 0,005 =79-107'

Kui sundmuse toimumise téenaosus on igal katsel p, siis tdenaoseim sundmuse
esinemiste arv n katse korral rahuldab vorratust

np—qg<n<np+ p Valem !

Jussike hilineb igasse matemaatika tundi tdenaosusega 0,15. Leiame tdenaoseima
hilinemiste arvu éppeaasta jooksul (matemaatikat on 4 tundi nadalas).

Oppeaastas on 35 dppenadalat, seega tunde n = 140.
140-0,15—0,85<n < 140-0,15 + 0,15

21-0,85<n <21+0,15

Tdenaoseim hilinemiste arv on 21.

Igasse fuusika tundi hilineb Jussike tdenaosusega 0,33. Mitu fuusika tundi peab olema
toimunud, et Jussike suudaks 21 korda hiljaks jaada ?

Otsitav tundide arv on siin n, p = 0,33, ¢ = 0,67 ja n = 21.
Asendades teadaolevad suurused valemisse saame vorratuste susteemi

0,33n-0,67 <21
0,33n+033<21

mille lahendamisel saame, et vahim n vaartus on 63.
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33. KOLMNURKNE PURAMIID

a — pohiserv

b — kiilgserv

m — killgtahu apoteem

H — piiramiidi korgus

o - nurk kiilgtahu ja pohja vahel

B - nurk kiilgserva ja pohiserva
vahel

N1. Korrapiarase kolmnurkse piiramiidi pohiserv on 3 cm
ning kiilgpindala on kaks korda suurem pohja pindalast.
Leida piiramiidi ruumala.

Lahendus:
1 2\3H
Si=1,5am ja V=§S,,H=a—\12L.

a3

2 ehk

3
Pohja korgus 7/ =a_\2£ . Et S, =2V, siis 1,5am =

a3

m="3". Avaldame A ja m abil suuruse H.

[NE

H =0,5a ja seega V' = g -

N2. Korrapirase kolmnurkse piiramiidi pohiserv on a ja koik killgtahud moodustavad
pohjaga nurga 45°. Leida piiramiidi sisse kujundatud kera ruumala.

© Allar Veelmaa ja OU SERK 2006




12. klass Kasutamiseks Tallinna Prantsuse Litseumis 39

34. NELINURKNE PURAMIID

N1. Korraparase nelinurkse puramiidi kdrgus on 6 ja killgtahk moodustab
pohitahuga nurga 30°. Leida taispindala, ruumala ja puramiidi sisse
kujundatud kera pindala.

S

Kontrolli, kas

=12, m=6:[3, S,=432, S,=288\3,S,=144(2\[3 +3), V= 864.
Kuna BA = BC, siis BO poolitab nurga a. Siit r: m=tan 15°, millest r= 2,78
Skera = 4nr* = 97 44,

N2. Korraparase nelinurkse puramiidi péhiserv on a. Kulgtahu ja pdhja vahel
on nurk a. Leida puramiidi tumber kujundatud kera raadius.

/ Kera raadius on R. Kolmnurk
/ EFG on taisnurkne, FG=0,5a.
)/ FE = FO + OE = 0,5 atanc.
/ Kui FO = x, siis
/ R x = 0,5atano — R,
X* = 0,25a%*tan’a — aRtana + R?
Kolmnurk OFB on taisnurkne,
P i N U e X = R*- 0,54
7 X 0,25a’tan’o — aRtana = —0,5a°

v = G
[ v ) (tanc + 2)

B 4 tana
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35. PRISMA

PUstprisma pdhjaks on vérdhaarne kolmnurk, mille alus on a ja alusnurk on a.
Leida prisma ruumala, kui tema kulgpindala on vérdne aluste pindalade summaga.

Ruumala V = S,H. Pdhja pindala on
S, = 0,5ah = 0,5a - 0,5atana. = 0,25a"tana.

I

: Kllgpindala Sk = aH + 2bH = Ha(1 +
i Et Sk = 2S,, siis
I

)

cosa.
T Ha(1+—_—)= 0,5a° tana, millest
s b H
/b/ h \\ H = 0,5a tan0,5a.
- MR . a° tano tan0.5a
4 o Prisma ruumala V = )
a

|
|
|
Kuubi korrapénlase kuusnurga kujulise |16ike pindala on Q. Leida kuubi taispindala.
I D

I Olgu kuubi serva pikkus a,
siis taispindala on S; = 6a°.

Olgu kuusnurga kulg x, siis kuusnurga
pindala on

xA\/3
Q= Skuusnurk = 6- _4\‘_5 = 1,5\/5 X2
Jarelikult x? =%@.

Kolmnurgast AGB saame, et

a’ = 2x°.
Taispindala
S=6-2x2=12-2%\/§=8%\/§.
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36. SILINDER JA KOONUS

Silindrisse on kujundatud korraparane kolmnurkne pustprisma ABC ... C4 pohi-

S 3a . e
servaga a ja kdrgusega e Leida silindri ruumala.

Vérdkulgse kolmnurga Umberringjoone
* B keskpunkt asub kdrguste IGikepunktis ja

| kdrgus jaotub osadeks 2 : 1 alates kolm-
| ' ; nurga tipust.
|

Kolmnurgast BKC leiame, et

2
CK=\|a - =513.

|

|

|

|

|

: 2 a
|

| r=C0=3CK 3@.
|

|

|

|

|

V=nPH=nrG3)

23a _ 3
3 =

a.

Koonuse taispindala on kolm korda suurem koonuse sisse kujundatud kera pind-
Alast. Leiame nurga koonuse moodustaja ja p6hja vahel.

Ulesande tingimuste kohaselt

nr (r + m) = 3-4nR%,

Kolmnurgad OO+B ja ODB on vdrdsed, seega
OB poolitab nurga a.

Avaldame R ja m:

R=rtan 0,50 ja m= . Asendame
COoS o
R D need pindalade valemitesse, saame
— 2
0 T+ oe o) = 127/ tan® 0,50,
R millest saame peale lihtsustamist ruutvorrandi

cos a suhtes:
- - 13 cos? o — 10 cosa, + 1 = 0, millest

o6, B 5+ 23 523
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37. VORRATUSED

Lineaarvorratus on vorratus kujul ax> b voi ax <b.

Vérratuse 3x> 7 lahendihulk on [dpmatu vahemik }% ; 00[

Vérratuse —3x > 7 moblema poole jagamisel arvuga (—3) muutub vérratuse mark

vastupidiseks, s.t. x< —% ning lahendihulk on }— 00} — g[

Ruutvérratus on vorratus kujul ax> + bx+c>0 vdi ax’+bx+c<0
Ruutvérratuse lahendamiseks lahendatakse kdigepealt vastav ruutvérrand ja seejarel
saab koige lihntsamalt joonise abil leida vajaliku lahendihulga.

Naide. Lahendame vérratuse x* —4x—5 < 0.
Vérrandi x> —4x—5=0 lahendid on (-1)ja 5.

Kuna parabool avaneb Ulespoole, siis
pole lahendihulga leidmine raske:

L=]15[.

Murdvdrratus on vorratus, kus
tundmatu esineb ka murru nimetajas.

p(x)

q(x)
p(x) < 0, kus g(x) # 0 asendatakse

q(x)

Murdvorratused kujul > 0 voi

samavaarse vorratusega p(x)q(x) >0

(p(x)q(x) < 0) ja lahendatakse
intervallide meetodiga.
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Niide. Lahendame vérratuse (x — 2)(2x + 1)(3 — x) < 0 intervallide meetodiga.

Vasakul olevad tegurid on vérdsed nulliga, kui x = 2,
x=-0,5ja x= 3, kusjuures x = 3 on kahekordne

lahend ja joone tdmbamisel me sellest punktist labi ei
lahe, vaid poordume tagasi. Teeme ligikaudse .
joonise. 2

Jooniselt on naha, et otsitav lahendihulk on
L =]-0,5; 2[.

Kontrollimiseks! Maara vorratuse vasaku poole mark,
kuix=-2;x=1;x=2,5 ja x=4.

Naide. Lahendame vérratuse (x—3)*(2 — x)*=0

Vasak pool muutub nulliks, kui x = 3 (kolmekordne lahend),
x = 2 (kahekordne lahend).

Paarituarvulise kordsusega lahendi korral l1abib joon x-telge.
Teeme joonise.

Kuna on lubatud ka vérdumine nulliga, siis

L={2} U [3; .

15 25 f 3 35 4
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38. RUUTVORRANDID JA BIRUUTVORRANDID

Taandamata ruutvérrandi ax’ + bx + ¢ = 0 lahendivalem on

_—b*+b*-4ac

e 2a

Taandatud ruutvérrandi x* + px + g =0 lahendivalem on
2
p. (p
Xy =—— =1 |— —
12 7 4 q
Ruutvérrandil on 2 erinevat reaalarvulist lahendit, kui diskriminant D > 0,
2 vordset lahendit, kui diskriminant D = 0,

reaalarvulised lahendid puuduvad kui diskriminant D < 0.

Biruutvérrand on vérrand kujul ax® + bx* + ¢ = 0.
Lahendatakse asendusvéttega: X’ =t, af + bt + ¢ = 0.

L ahendame vorrandi x* — 13x° + 36 = 0.

Peale asendust x* =t saame vérrandi £ —13t+ 36 = 0.

t, = 6,5++/4225-36 =65+ 25.

Jarelikult t,=9 ja t, =4.
Arvestades asendust x* =t saame
X1 =3,X2=—3,X3=2 ja X4=—2.
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39. JUURVORRANDID

Kaiki juurvdrrandi lahendeid tuleb alati kontrollida, sest lahendamise kaigus vdivad
tekkida vodrlahendid. Samas tuleb veenduda, et lahendamise kaigus lahendeid kaotsi ei
laheks.

Lahendame vorrandi \/9 + X\/8x* +9 = x +3.
Médnikord leitakse enne vorrandi lahendamist vorrandi maaramispiirkond.
Tostame molemad vorrandi pooled ruutu, siis saame

9+ XxvV8X?+9 =x>+6x+09,

XV8Xx? +9 = x% + 6x. Kas vérduse mélemat poolt véib niiiid jagada x-ga ?

Ei vOi, sest sel juhul laheb Uks lahend x = 0 kaotsi !

x[\/8x2 +9 - (x+ 6)} _ 0, millest jareldub, et iiks lahend v&ib olla x = 0.
Lahendame nuud vorrandi

V8X? +9 = x + 6,
8x% +9=x%+12x + 36,

7x* —12x-27 =0.

Ruutvérrandi lahendid on 3 ja —%. Kontrolli,et koik leitud lahendid sobivad.

Vastus:x=0,x=3,x=—%.
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