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Trigonomeetrilisi seoseid kasutades on voimalik tuletada veel mitu kolmnurga pindala
valemit. Vajaduse korral on need leitavad matemaatika valemite kogudest. Esitame siin
neist vaid ithe, nn Heroni* valemi kolmnurga pindala leidmiseks kiilgede 4, bja c kaudu.

S=,/p(p—u)(p—b)(p— ),kus p=a+:+c

Kuna iga hulknurk on tiikeldatav kolmnurkadeks, siis saab kolmnurga pindala vale-
meid rakendades leida ka hulknurga pindala.

§nN1)

On teada, et kolmnurga tiks nurk on 56° ja selle lahiskiiljed 20 cm ja 14 cm. Arvutage
kolmnurga pindala.

14 cm
: . e :
Kolmnurga pindala valemis S= 2 absiny asendame a=20, b=14 ja y=56° @

m
_20-14-sin56° i

=116 cm?.
2

Seega 5

€n2)

Leidke ro6pkiiliku pindala, kui selle tiks nurk on o ning selle I3hiskiiljed a ja b.

Joonestame selle roopkiiliku. Jaotame rodpkiiliku antud nurga o vastas oleva
diagonaaliga d kaheks kolmnurgaks. Need kolmnurgad on vdrdsed (kolmnurkade
vordsuse tunnus kolme kiilje jargi, sonastage see). Seega on ka nende pindalad vord-

sed. (Kas kehtib ka poordlause , Kui kahe kolmnurga pindalad on vérdsed, siis need
kolmnurgad on vordsed”?)

& ik
Uhe kolmnurga pindala: S= 5 absin o

Roopkiiliku pindala on selle kahekordne: S oopklic =2 ° % absino.=absin o.

Leitud seost v6ib vaadelda kui roGpkiiliku pindala valemit ja jitta meelde, et r66p- !
kiiliku pindala vordub kahe lhiskiilje ja nendevahelise nurga siinuse korrutisega.

(N3
Leidke korrapérase kuusnurga pindala, kui selle iimberringjoone raadius on .

Ulesande erinevatest lahendusvimalustest valime praegu Heroni valemil pohineva.
Teatavasti titkeldub ringjoone sisse kujundatud korrapirane kuusnurk kuueks vord-
kiilgseks kolmnurgaks. Kéikide kolmnurkade kiiljed on iihepikkused ja vordsed ring-
joone raadiusega r.

Uhe kolmnurga pindala leiame Heroni valemist.

¥ o
Kolmnurga pool iimbermdétu p= 4 2r+ e ?r

Ka suurus pool iimbermdotu miinus kiilg (p—a, p—b ja p—c) on praegu koikidel kolm-

nurkadel vordne: p—r:z—r=3r_2y— d

2 250

e

Kolmnurga pindala Sz‘ﬂ-l-LI:,aL:r \/3—’.
pea 0 16 4

6r2«/§_3\/§r2
==y

Kuusnurga pindala Sl =D 5=

* Kreeka fiitisik ja matemaatik. Elas I sajandil Aleksandrias.

Tartu Taiskasvanute Giimnaasiumn:

RAAMATUKOGU
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Ulesanded

. Arvutage kolmnurga pindala, kui selle kaks kiilge ja nendevaheline nurk on
vastavalt
1)80cm, 11,2 cm, 825 2)8cm, 2cm, 65 5% 3)12cm, 60 cm, 45°%
4)24,5m, 363 cm, 118°.

. Arvutage rombi pindala, kui selle kiilg ja tiks nurk on vastavalt
1)8cmja 30% 2)18cmja 1129 3)36,5cmja 305 4) 56 mja 55°

. Roopkiiliku kaks kulge on 25 cm ]a 35 cm. Lexdke nendevahelme nurk, kui pind-
alaon 1)358,4 cm’ 2)430,9 cm?% 3)218,8 cm? 4) 309,4 cm”.

- Arvutage kolmnurga puuduvad elemendid, kui kolmnurga iiks kulg on 16 0cm,
selle kiilje lahisnurk 61,65° vastasnurk 39,05°ja pindala 175,7 cm?.

. Haruldase linnuliigi pesapaiga kaitseks kuulutati looduskaitseliseks piirkonnaks
kolmnurgakujuline metsaala. Selle kaks lahiskiilge on 6,3 km ja 13,1 km ning
nendevaheline nurk 145° Kui palju tuli selle eest metsaomanikule hiivitist
maksta, kui sel ajal selles piirkonnas kehtinud hiivitismaér oli 0,3 eurot ruut-
meetri eest? -

. Arvutage kolmnurga pindala ja nurgad, kui kolmnurga kiiljed on
1) 3cm,4cmja5cm;  2) 13cm, 14 cmjal5cm;  3)31cm, 41 cmja 51 cm;
4) 9cm, 21 cmja15cm; 5) 30 cm, 40 cmja 50 cm.

ke ja arvuiage pindalad.
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Parast taandamist saame =——=—
a

sino._sinf siny
b ¢

Asendame koik suhted nende poordarvudega: .L = L = L (mott)
sinot  sinf  siny

Seega toestasime, et

kolmnurga kiilgede ja nende vastasnurkade siinuste suhted on vérdsed.

Seda lauset nimetatakse siinuslauseks ehk siinusteoreemiks.

Siinuslauset saab kasutada kolmnurga antud elementide (kiiljed, nurgad) jargi puudu-
vate elementide leidmiseks. Niisugust tegevust nimetatakse kolmnurga lahendami-
seks. Kolmnurkade lahendamisel tuleb silmas pidada, et kolmnurk on olemas, on
itheselt maératud, kui on antud kas

1) kolm kiilge,

2) kaks kiilge ja nendevaheline nurk,

3) iiks kiilg ja selle lahisnurgad,

4) kaks kiilge ja neist pikema vastasnurk.

Sellele lisaks tuleb meeles pidada, et kolmnurga
1) kahe lithema kiilje summa on suurem kolmandast kiiljest (nditeks ei ole ole-
mas kolmnurka kiilgedega 1 cm, 2 cm ja 4 cm),
2) sisenurkade summa on 180°.
N
Lahendame siinuslause abil eelnevas osas 1.4 piistitatud probleemi, kuidas modta
kaudselt puu korgust.

Vaatlesime seal olukorda, mis on kujutatud joonisel. Nimelt soovime leida puu kérgust
hilma puule lihenemata. Oleme mo6tnud nurgad o ja B ja vahemaa b (baasi).

Tiiendame joonist, tekitades sellele tdisnurkse kolmnurga ACT ning tdhistades baasi
sisaldavas kolmnurgas tipu B ning nurga y. Jatame iildkujulise lahenduse matemaati-
kast enamhuvitatutele ning oletame, et nurk o.=30° nurk B =140° ja baas b=20m.
Siinuslause rakendamiseks vajame baasi b vastasnurka y. Kasutades kolmnurga sise-
nurkade summat, saame y=180° - 0.— B =10°.

Leiame niiiid kolmnurgas BCT kiilje x.

Rakendades selleks kolmnurgas BCT sliJinuslauset, saame
Se

siny sind
= bsino,  9-sin30°
siny sin10°

millest

=~259m.

Niiiid saame taisnurksest kolmnurgast BAT kirjutada

sin(180° - B) =‘g ehk sind0°~ .

Sellest h =259 -sin40°=16,67 =17 m.
Puu kérgus on umbes 17 meetrit.
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Oletame, et kolmnurgas on teada kaks kiilge b ja ¢ ja nendevaheline nurk a.

Selle kolmnurga iilejddnud elementide leidmine ehk kolmnurga lahendamine
ei ole meie seniste teadmiste pohjal voimalik. Négime seda ka {ilesande 85(4)
lahendamisel.

Lahendamine on vdimalik, kui teame nn koosinuslauset ehk koosinusteoreemi. See
vaidab, et

a® =b% +c* —2bccos a,

b =a® + * —2accosB,

¢ =a® +b* —2abcosy.
Naidatud seoste paremaks meeldejatmiseks voib need sdnastada jargmiselt.

Kolmnurga iihe kiilje ruut vordub kahe teise kiilje ruutude summaga miinus
nende kiilgede ja nendevahelise nurga koosinuse kahekordne korrutis.

N
Korraparatu kujuga vaikese mée jalami kdige suurema laiuse maaramine.

Selleks toimiti jargmiselt.

Mie lahedal valiti vaatepunkt V, kust paistis mae jalami kdige laiem kiilg. Margistati
jalami kaks teineteisest koige kaugemat punkti Aja B

Edasi maarati nurgamootjaga neid punkte ja vaatlejat ithendavate moétteliste 16ikude
vaheline nurk o ning vaatleja kaugus neist punktidest Aja B.

Saadi 0.=75° VA=262m ja VB=243 m. Edasine oli juba arvutamine koosinuslause
abil. Kolmnurgast AVB

AB? = VA + VB® -2 - VA- VB- cos 0.=2622 +243% —2 .262 -243 - c0s75°~ 94 737,
siit saame, et mée laius jalamil AB= /94737 =308 meetrit.

Ulesanded

93. Kolmnurga kiiljed on 3 dm ja 4 dm ning nendevaheline nurk 120°. Leidke kolm-
nurga pindala, kolmas kiilg ja teised nurgad.

94. Kolmnurga kiiljed on 3 cm, 5 cm ja 7 cm. Leidke nurgad.

95. Kolmnurga kiiljed on 7 cm ja 2 cm ning nendevaheline nurk 67,2°. Leidke teised
nurgad.

96. Kolmnurga kiiljed on 3 dm ja 4 dm ning nendevaheline nurk g Leidke kolm-
nurga pindala, kolmas kiilg ja teised nurgad.

97. Viljandi on Tartust laane pool umbes 100 km kaugusel, Répina aga kagu pool

umbes 60 km kaugusel. Kui suur on Viljandi ja Rédpina vahémaa? Kui palju kulub
kiirusega 200 km/h lendaval vaikelennukil Viljandist Rapinasse lendamiseks?
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3. RINGJOONE KAARE PIKKUS JA RINGI SEKTORI PINDALA

Q_\t\%jOOQ Oleme Oppinud, et ringi iimbermo6t ehk ringi daristava ringjoone pikkus C leitakse
valemiga

C=2mnr, kus r on raadius.

Kui raadiuse r asemel on teada diameeter d =27, siis r= g ja imbermoot avaldub kujul

- C=2n»£:1td.
‘pr\glooq 2

Arv m, ringi timbermdddu ja raadiuse suhe (1!=%), on irratsionaalarv, mille ligi-

kaudseks viirtuseks voetakse tavaarvutustes 3,14. Taskuarvutil on 3,14 asemel soovi-
tatav kasutada klahvi 7.

N1
‘ ——)Auto ratta raadius on 45 cm. Kui pika tee 1dbib auto 100 rattapdordega? Mitu ratta-
pooret kulub autol {ihe kilomeetri labimiseks?

Uhe poordega labitud tee on vdrdne ratta iimbermddduga C=2m-0,45~2,83 m.
Saja poordega labib auto ligikaudu 2,83-100 =283 m.
Uhe kilomeetri labimiseks kulub ; 1000:2,83 =350 pooret.

N 72{4
~ Maa iimbermddt ekvaatoril on umbes nelikiimmend tuhat kilomeetrit. Kui pikk on
Maa raadius? -

Kujutame, et Maa on kerakujuline, siis on ekvaator ringjoon. Kui avaldame Maa raa-
diuse ringjoone pikkuse valemist C =2nr, saame
C 40000

r=—-=

“2n

=6369,426...= 6370 km.

Mbnikord on ringi {imbermdddu, s.o ringjoone pikkuse asemel vaja leida selle mingi
0sa, s.0 kaare pikkus. Seda on lihtne leida, kui kaart vaadelda osana ringjoonest. Olgu
kdnealust kaart b méédrava kesknurga suurus o ja ringjoone raadius r.

Moodustame vastavused kogu ringjoone pikkuse C ja otsitava kaare pikkuse b ning
vastavate kesknurkade (ringjoonel 360°ja kaarel ot) vahel.

360° — 2nr
oa—b
Siit saame vorde 36(.) = m,
o b
millest avaldame otsitava 360° b= o.-2mr,
_Q:2nr  o-mr
NB! Nende valemite og0= 180
péhedppimiseks ei ole erilist Olemegi saanud valemi kaare pikkuse arvutamiseks. Kui selles valemis asendada kraa-
vajadust. Kaare pikkuse dides mdddetud nurgad radiaanides mdddetutega (180°= m), siis omandab valem kuju
arvutamiseks on moistlik o-2mr

lahendada vastavuste jargi b= =or - ehk- b=—or ‘
koostatud vorre. Samamoodi

tegime ka valemite tuletamisel.

(siin tuleb nurk o votta muidugi radiaanides).
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EN3H

Tallinna ja tuntud suvituskoha Las Palmase vahemaa on 4650 km. Kui palju liihem
oleks neid linnu ithendav sirge tunnel? Mitme protsendi vorra lithendaks see tunnel
linnadevahelist teekonda?

.~ Tallinn

Maakera punktide vaheline kaugus on neid labiva ringjoone kaare pikkus. Selle ring-
joone keskpunkt on maakera tsentris ja raadius vordne Maa raadiusega.
Teeme joonise. Las Palmas

Maakera timbermoot on
40 000 km ja
raadius 6370 km.

Arvutame koigepealt kesknurga o suuruse. Vastavus nurkade ja kaarte vahel on

360° — 40 000
o — 4650.
360° 40000

Vastav vorre = 5
o 4650

_360°- 4650
" 40000

Joonestame maakera raadiustest ja tunnelist moodustuva abikolmnurga, millesse
lisame omakorda nurga o poolitaja. Kuna kolmnurk on vérdhaarne (miks?), siis on 7aN

haaradevahelise nurga poolitaja tihtlasi kolmnurga kdrguseks, mille aluspunkt pooli- XN
tab nurga vastaskiilje. )

Siit =41,85°

[
Tekkinud t&i ksest kol stsin —=——r:
ekkinud taisnurksest kolmnurgas sm2 w370

o

7

Siit tunneli pool pikkust ~ x =6370-sin =2275 km.

Kogu tunneli pikkus on ligikaudu 2 - 2275 = 4550 km.

Seega litheneks teekond Tallinnast Las Palmasesse tunneli kaudu umbes
4650 — 4550 =100 kilomeetri vorra.

Tee pikkus lithenes protsentides:

4650 km — 100%
100 km — p%,

~100-100%

= ~22%
FS =i 25
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Oleme 6ppinud, et ringi pindala S leitakse valemiga

S=nr?, kusr on raadius.
d
Kui raadiuse r asemel on teada diameeter d =27, siis r= 5 ja pindala avaldub kujul
a7
S:n~(—) = —=—
- 4 4
Mbnikord on kogu ringi pindala asemel vaja leida selle teatud osa, sektori pindala.

Sektoriks nimetatakse kahe raadiuse vahele jddvat osa ringist.

Olgu sektorit maaravate raadiuste vaheline nurk o kraadi ja ringjoone raadius r.

Moodustame vastavused ringi kogupindala $ = 12 ja otsitava pindala s ning vastavate
nurkade (ringil 360°ja sektoril o kraadi) vahel.

360° — mr?
s

Siit saame vorde S

Oleme saanud valemi sektori pindala s arvutamiseks. Kui asendada kraadides moo-
detud nurgad radiaanides moddetutega (360°=2m), saame sektori pindala valemiks

)
Rannakaitse raketiseadme laskenurk on 14° ja efektiivne laskekaugus 3,8 km.
Kui suurt mereala see seade suudab kaitsta?

Kaitstav mereala on sektor raadiusega 3,8 km ja nurgaga 14°. Saame vastavuse

360° — mr’
14° = &
o 2 °m-382
Vérre 3$ = ": , siit 360°-5=14°” ja s:%zm km’.

Kaitstav pindala on ligikaudu 1,8 km®.

Ringi segmendiks nimetatakse ringi mingist koolust AB
iihele poole jaavat osa ringist.

Uks kool jagab ringi kaheks segmendiks.

A

NB! Nende valemite
pahedppimiseks ei ole erilist
vajadust. Sektori pindala
arvutamisel on moistlik
lahendada vastavuste jargi
koostatud vorre. Samamoodi

tegime ka valemite tuletamisel.
3?)“‘6\
o
)
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N2
~ Segmendi maérab sektor nurgaga 98° ja raadiusega 3,2 cm. Leidke segmendi pinda.

Segmendi ACB pindala Segmen
nurga AOB pindala vahena.

¢ arvutame sektori OACB ja vordhaarse (miks?) kolm-

Sektori pindala s, on: 360° — nr’
o Ssektor’

360° m-322 98°.7.322
_:i = 3600'55eklor=98°'n'3'22 = Seektor '—i

= ~8,76 cm®.
Opeasa 360°

siit

Arvutame kolmnurga AOB pindala S ;3.

0 Teeme kolmnurgast abijoonise, lisame sellele sektori tipust O tdmmatud kdrguse  ja
/*Nm segmenti madravast kddlust AB poolt pikkust tahistava 16igu KB pikkusega x.

B
/ \l > Leiame koigepealt kolmnurga aluse AB Taisnurksest kolmnurgast BKO saame

FiE sin49°=§, siit ¥=32-sin49°=2,42 cm.
h
Korguse i saame samast kolmnurgast BKO koosinuse abil: cos49°= Y
Siit h=32-c0s49°=2,10 cm.

alus - korgus ~x-h 242210
2 B

Kolmnurga BKO pindala Syyp = =254 cm®

Kolmnurga AOB kogupindala S 05 =2 - Spxo =2 2,54 = 5,08 cm”.
- Segmendi pindala S =876 —508=3,7 cm?.

“segment
N3

Lammas on koietatud nii, et kdie iiks ots saab libiseda vabalt piki jooksutrossi. Trossi
pikkus on 30 meetrit. Kui pikk peab olema kois, et lammas saaks siitia rohtu 1500 ruut-
meetri suuruselt maalapilt?

Maalapp koosneb ristkiilikust ja kahest poolringist. Olgu koie pikkus x meetrit. Kahe
poolringi pindala kokku on mx?.

Ristkiiliku pindala 30-2x =60x.
Maalapi kogupindala on nx? +60x.
Saame vorrandi mx? +60x =1500.

Lahendame selle ruutvérrandi. Saame

- —60£60% —4-1-(-1500) 60 % /3600 + 6000% _ 60+ 149,8

2n 2n 2n

—60 +149,8 -60-149,8
e I
2w 2n

Kuna koie pikkus voib olla vaid positiivne arv, siis saame vastuseks, et lambakéie pik-
kus peab olema ligikaudu 14 meetrit.

Ulesanded

62. Ringikujulise basseini diameeter on 12,0 m ja selle imber on 2,0 m laiuselt plaa-
did. Leidke plaadistatud ala pindala.

63. Ummargusest pitsast, mille hind on 9 eurot, tahetakse 15igata sektorikujulist
titkki, mille hind on 2 eurot. Kui suur on selle sektori kesknurk?
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4. KOLMNURGA PINDALA VALEMID

Teame juba pdhikoolist, et kolmnurga pindala S on vordne aluse a ja korguse i poole
korrutisega, st

Aluseks v6ib votta mis tahes kiilje, korgus peab olema tommatud aluse vastastipust risti
alusega.

Leiame niiiid kolmnurga pindala valemid juhuks, kui kolmnurga korgus pole teada.
Olgu siiski teada selle kolmnurga kahe kiilje pikkus ja nende kiilgede vaheline nurk.
Oletame esialgu lihtsuse mottes, et konealune nurk on teravnurk. Olgu kolmnurga KLM
kiiljed 4, b, c. Kiiljele 2 tommatud korgus olgu & ja kiilje ¢ vastasnurk y.

Léahtume taisnurksest kolmnurgast KLR. Selles siny =

o

Avaldame siit korguse: h=bsiny.

=
==
Asendame siin korguse eelnevalt leitud avaldisega bsiny.

Kogu kolmnurga KLM pindala:

Saame - Szu-bsmY.

2
Kirjutame viimase avaldise meelespidamiseks sobivamal kujul.

S=%absiny

Samal moel toimides saaksime pindala valemi sellisel kujul ka siis, kui y on tdis- voi
niirinurk. Seega kehtivad mis tahes kolmnurgas kiilgedega a, bja ¢ ning nende vastas-
nurkadega o, B ja y valemid

o == et
S—Eabsm'y, S—zacsmB, S—zbcsma.
Meelespidamiseks on mdistlik need seosed sdnastada kdiki kolme hélmava lausega.

Kolmnurga pindala vordub poolega kahe kiilje ja
nendevahelise nurga siinuse korrutisest.




