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1°=60"=3600"

Kraadimoot

Geomeetrias ja selle paljudes rakendustes kasutatakse nurga mootithikuna kraadi
(tahis °). Uks kraad (1°) on 360 ™2 taispoordest ehk o taisnurgast. Seega on tais-

poorde suuruseks 360° ja tdisnurga suuruseks 90°. Kraadist vaiksem mootithik on
minut (this ). Uks minut (1) on 0 osa iihest kraadist. Veel vaiksem nurga mootithik

1
on sekund (tahis ”), & osa minutist. Selline siisteem on kasutusel parandusena vanast

Babiilooniast umbes 2000 a eKr, mil arvutamiseks kasutati arvul 60 pohinevat nn
kuuekiimnendsiisteemi.

Kuna 1°=60" ja 1'=60", siis 1°=60-60" =3600".

Viimasel ajal kasutatakse minuteid ja sekundeid vahem. Tihti aetakse ldbi kraadi murd-
osadega. Nditeks kasutatakse mitte kuju 46°15’40”, vaid kirjutatakse 432611°. Nii-
sugune kirjutusviis holbustab ennekoike arvutusi arvutil. Kasutades arvutustes kraade,
tuleb jalgida, et arvuti oleks nn kraadireziimis. Viimane maaratakse kiill erinevatel
arvutitel erinevalt, kuid enamasti on selleks valik DEG v6i deg [lithend inglise keelest:
degree — kraad].

Seosed taisnurkse kolmnurga nurkade ning kiilgede suhete vahel

Pohikoolis on dpitud, et taisnurkse kolmnurga teravnurkade ja kiilgede suhete vahel
kehtivad jargmised seosed (vt korvalolevat joonist).

: a b a
7 sino=— coso=— tano=—
B (s c b
Saame niidata, et ithe ja sama nurga siinuse, koosinuse ning tangensi vahel kehtivad
a c seosed
sin o
tan o= ja sin?o+cos?o=1.
. o 5
¢ Koik need valemid kehtivad ka kolmnurga teise teravnurga p korral, nditeks tanp = —.
Neid valemeid v6ib vaadelda ka seostena, funktsioonidena nurga ja kiilgede vahel. See-
pérast kasutame edaspidi siinusest, koosinusest ja tangensist radkides nende iihise
nimetusena ka véljendit trigonomeetriline funktsioon. Seoste paremaks meeldejatmiseks
on moistlik ptitida neid sonastada. Naiteks seos siinuse jaoks on sonastatav jargmiselt:
teravnuga siinus vordub vastaskaateti ja hiipotenuusi jagatisega.
Proovige sonastada ka tilejaanud valemid.
§ Ulesannete lahendamisel on hea teada peast mone teravnurga sii-
LS i 30° 45° 60° it nuse, koosinuse ja tangensi tapset vaartust.
sin o 2 2 2
R S
cos o 1 > > >
/3
tan o 0 \? 1 V3 puudub




N

Maja viilkatuse kaldenurk maa suhtes on 40°, katuseharja korgus maast 6 meetrit,
seinte kdrgus 3 meetrit, maja laius 6 meetrit, vundamendi korgus 0,5 meetrit. Kui pikk
peab olema katuse otsalaud (viilulaud), kui katust toetavad sarikad ulatuvad raasta
moodustamiseks oma tugipunktidest seinal veel 0,3 meetri vorra edasi?

Skitseerime maja otsa.

Katuse direlaua osa harjast kuni katust toetava seinani on tdisnurkse kolmnurga
hiipotenuus x. Antud kaldenurk 40° on selle kolmnurga alumine teravnurk. Katuse-
harja kdrgus & maja otsaseina iilemisest rohtservast on kaldenurga vastaskaatet. Selle
pikkuson h=6-3-0,5=2,5 m.

Kasutame nurga, kaateti ja hiipotenuusi seostamiseks siinust, sin40°= —. Siit aval-
x

dame otsitava x = # =3,8893...= 3,89 m. Seega peab otsalaua pikkus olema ligi-
kaudu 3,89 +0,3 = 4,19 m. Kas oleks olnud véimalik kasutada maja korgusmootude
asemel vaid maja laiust? Kui jah, siis kuidas?

Kui teil oleks vaja ise vahetada middanenud otsalauda, siis kumba arvutusvéimalust

kasutaksite?
Lahtetest
L1. Leidke a)sin55° b) cos55° c)tan55°, L6. Leidke kolmnurga a) kiilg x, b) tanp, ¢) nurk
d) sin90°. B, d) tano.

L2. Leidke nurk o, kui a) sino=082;
b) cosa.=0,57; ¢) tana=1,43;
d)cosa=1.

L3. Leidke avaldise tapne vdartus, kui a.=30°,

P =45° y=60" o L7. Leidke kolmnurga kiilg x ning pindala S.
a)sino+cosy, b) 1 48

cos o B0
¢)3tanp-tano—+3, d)sin’p+cos®y. -
<
O

L4. Leidke a) tanp, kuisinp =06 ja cosp=0,2;
b) sin o, kui tana=3 ja cosa=0,2;

L8. Vordkiilgse kolmnurga kiiljed on 6 cm. Leidke

1
2 e
c) cos”a, kui sina=2; selle kolmnurga kérgus, iimbermddt ja pindala.

d) cos o, kui tan .= 4 jasina=08. L9. Joonisel on kujutatud 6hku tousvat lennukit.
L5. Leidke suurused a) sin, b) o, c) cosp, d)B. Kui korgele on lennuk tousnud?
o
e 4

EaGeg (3 1o

. Puukiittega pliidi suurema keeduplaadi raa-
dius on 22,5 cm. Leidke plaadi pindala ja
iimbermoot.




1. NURGA MOISTE ULDISTAMINE
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Leidke, mitu kraadi on nurk 1 rad.

Koostame vastavused:

n— 180°
1-x

o
Saadud vordest % = % leiame m-x =1-180°

o o
Slit A= & =~ & = 57,3°% Seega ndeme, et 1 rad = 57°.
n 3,14 ¢

N2

Merenduses jaotatakse kogu horisont (360°) 32 osaks. Uhte niisugust osa nimeta-
takse rumbiks. Uks rumb on 3—2 =11,25° ehk 11°15’. Mitu radiaani on iiks rumb?

Koostame vastavused:

n — 180°
x— 11,25°

Saadud vordest leiame 11,25° =180° x. Siit

11,25
¥= TO" =0,0625n ehk hariliku murruna 133500 K= % = %

Selle tulemuse oleksime saanud ka lihtsamalt, kui oleksime kasutanud vahetult rumbi
definitsiooni. Kuidas?

N3

Staadionite jooksurajad koosnevad kahest sirgest ja kahest koverast osast. Voistlejad

peavad 400 m ja viiksematel distantsidel jooksma igaiiks omal rajal. Uhelt joonelt

startides tuleks valimistel radadel jooksvatel vdistlejatel libida sisemistel radadel

jooksjatest pikem maa. Selle kompenseerimiseks stardivad valimiste radade jooksjad

teistest eespool. Oletame, et sellise raja kaks koverat osa on kumbki méaaratud pool-

ringjoontega. Esimese, sisemise jooksuraja kovera osa raadiuseks olgu 30 meetrit ja

valimise raja raadiuseks 36 meetrit. Mitu meetrit siseraja voistlejast eespool peab star-

tima vilisrajal jooksja, et iihe ringiga labitav distants oleks tihepikkune?
II lahendusvéimalus
Poolkaared kokku moodusta-
vad terve ringjoone, seega
jooksuraja vdlimine &dar on
sisemisest ddrest pikem

2R -2nr=2n(R—r) =
=12n=37,70 m.

Lihtsustades oma lahendust mitmeti (millised neist on eriti olulised?), arvutame
kaarte BD ja AC pikkuse. Valemist ¢ = % avaldame kaare pikkuse b=r-¢. Praegu

¢ =180°= m. Siis valimine kaar AC=36"n ~113,10 m ja sisemine kaar BD = 94,25 m.
Jooksuraja koveratel osadel labitava teepikkuse erinevus d =2 - (AC — BD) = 37,70 m.




1.3. Téiendusnurgad

Vaadeldes ldhemalt méne nurga siinuste ja koosinuste tabelit, mis o 0° 1 30° l 45° ] 60° 90°
meile juba tuttav on, paneme tihele, et - = 2 | 3
sin 30°= cos 60°, sin 60°= cos30°, sin 0°= cos90°, S o 2 2 2 ]
sin90°=cos0° ja sin45°= cos45°. | 3 Niks
cos o 1 = SR 2 0
Koigis nendes vorduste paarides olevate nurkade summa ‘

30°+60° 0°+90° ja 45°+45° on aga 90°, st vordne taisnurgaga.

Kahte nurka, mille summa on 90° nimetatakse teineteise tiiendusnurkadeks.

Taiendusnurkadeks on nditeks nurgapaarid 10°ja 80° 30°ja 60° 75%ja 15° jne. Kuna
taisnurkse kolmnurga kahe teravnurga summa on alati 90° (miks?), siis on need teine-
teise taiendusnurkadeks. Kui iiks neist on o, siis teine on 90° - o
Selles taisnurkses kolmnurgas kehtivad jargmised seosed.
: a . a
1. sino= e L cos(90° - o) = =
Kuna nende vorduste paremad pooled on vordsed, siis on vordsed ka vasa-
kud pooled. Seega
sin o.= cos(90°-a).

Valemi paremaks meelespidamiseks sonastame selle jargmiselt.

Teravnurga siinus vordub tema tiiendusnurga koosinusega.

2. cosa:l—: ja sin(90° - o) =%
Analoogiliselt eelmise vordusega saame, et

cos o.= sin(0°-a.).

Teravnurga koosinus vordub tema tiiendusnurga siinusega.

3. tan a:% ja tan(90° - 0)) =§
Kuna nende vorduste paremad pooled on teineteise poordarvud, siis ka vasa-
kud pooled on poordarvud. Seega
1

tano= 4““ (900 — (x)'

Teravnurga tangens vordub tema tdiendusnurga tangensi poordvaartusega.

N

1) cos60°=sin(90° - 60°) = sin30°=0,5

2) sin40°= cos(90° - 40°) = cos 50°= 0,64
1 Shle B e bE 35 305 88

tan(90°-60°)  tan30° 3 3 3

3

3) tan60°=







1.4. Positiivsed ja negatiivsed nurgad

Phikooli  trigonomeetriateadmiste, moodulindi ja nurgamodtja (teodoliidi) abil
oskame arvutada mingi objekti, nditeks puu korgust selle otsa ronimata. Selleks margis-
tame ja mdodame maapinnal dra mingi vahemaa b, nn baasi. Nurgamootjaga moddame

dra nurga o. Teades, et tano.= o arvutada puu kdrguse /i = btan o. Leidke see

korgus, kui b=10mja o=30° (Vastuseks peab tulema ligikaudu 5,8 m.)

Keerulisem on olukord siis, kui objekt, mille kdrgust méaaratakse, pole ligipddsetav.
Naiteks on tegemist mingi kaitsealuse linnu pesapuuga, millele lahenemine ei ole soovi-
tatav. Sel juhul peame baasi moodustama puust kaugemal ning mo6tma ara nurgad o ja
B. Paraku pole arvutuste aluseks olev kolmnurk niitid enam taisnurkne ja meile varase-
mast teada olevad seosed siin enam ei kehti.

Sellest olukorrast véljatulemiseks peame oma trigonomeetriateadmisi laiendama.

Kaigepealt vaatleme kiire poorlemisel tekkiva nurga ,suunda”.

o
Matemaatikas on kokku lepitud, et ‘ + )

pooret kellaosuti lilkumissuunale vastupidises

suunas nimetatakse positiivseks poordeks, Positiivne pabre

tiivseks poordeks.

—h
pooret kellaosutiga samas suunas aga nega- &_

Negatiivne poore

Poorates kiirt AB 60°vorra positiivses suunas, liigub see asendisse AP. Sama suur nega-
tiivne poore viib selle kiire asendisse AN.

Kiire esialgset asendit AB nimetatakse poordenurga BAP (samuti kanurga BAN) alg-
haaraks, 16ppasendit AP (ja AN) aga 1pphaaraks.

Péore vaib olla ka suurem kui taispodre (360° ehk 27) voi koguni kui tahes suur. Néi-
teks kui kiire alguspunkt on koordinaattelgede alguses ja esialgne asend abstsisstelje
(x-telje) positiivsel osal, siis positiivse pdorde 930° labi teinud Kiir, podrdenurga 16pp-
haar, asetseb koordinaattasandi III veerandis. Sellesse asendisse joudmiseks pdérdus
kiir kahe tiispdorde 2 -360°=720° vdrra ning lisaks veel 930°-720°=210° Kui suur
oleks pidanud olema niiteks vastav negatiivne poore, et 16pphaar oleks joudnud
samasse asendisse? (Oige on iiks jargmistest vastustest: —930°, —900% -870%)

290, 450°, 810°

180°, 540°, 900° 0°, 360°, 720°

270°, 630°




90°

I veerand

0° ja 360°
—

11 veerand
180°
IV veerand

III veerand

270°

..
oA

II veerand I veerand

Oja2n
>
IV veerand
III veerand

an
2

Nurga l6pphaara asendi jirgi koordinaattasandil liigitatakse nurgad
1) esimese veerandi nurkadeks,
2) teise veerandi nurkadeks,
3) kolmanda veerandi nurkadeks,
4) neljanda veerandi nurkadeks.

Koordinaattasandil asetsev 1opphaar kujutab alati kahte kuni tdispoorde suurust
nurka. Uks neist on positiivse, teine negatiivse poorde tulemus. Néiteks kujutab IV vee-
randi nurgapoolitajaks olev 15pphaar nii nurka —45° kui ka nurka 3157 Millist neist
kasutada, sdltub kisitletavast probleemist ja Sppija v6i uurija maitsest.

Kuna nurga l6pphaar jaib parast igat taispooret tihte ja samasse asendisse, siis voib tiks
néihtav 16pphaar kujutada iiksteisest 360° vorra erinevaid nurki. Naiteks kujutab jooni-
sel toodud 1dpphaar nii nurka ¢; =315° kui ka nurka @, =315°+1-360°=675° vOi
nurka @3 =315°+2- 360°=1035° jne.

Sellesama lopphaaraga midratud negatiivne nurk vdib olla nii nurk B; = -45° kuika
B, =—45°+ (-360°) = —-45°—1- 360°=—405° voi
B, =—45°+2-(-360°) = —45° -2 - 360°=—765° voi
B, =—45°+3-(=360°) = —45°-3- 360°=-1125° jne.

Et vihendada viimastes avaldistes negatiivsete nurkade kasutamist, teisendame neid
nii, et nende esimene liige muutub positiivseks. Kuna alati vdib kirjutada, et
—45°=315° - 360°, siis asendame kdigis eelnevates negatiivsete nurkade avaldistes esi-
mese litkme selle avaldisega. Siis saame

B, =315°-360°=315°-1-360°,
B, =(315°-360°) —1-360°=315 - 360°— 1-360°= 315° ~ 2 -360°,
B5 =(315°-360°) +2 - (-360°) =315°-360° -2 -360°=315° - 3 360",
B, =315°— 4.360° jne.

Eelmises 16igus kirjeldatud nurkade jérjendeid vaadates on kerge margata, et iiks ja
sama lopphaar v6ib kujutada erinevaid nurki x, kusjuures see erinevus on alati mingi
tiisarvu kkordne 360°st: k -360° kus k =0,+1,£2,£3,.... Seega véime kirjutada, et

x=0+k-360° kus 0°<0<360° ja keZ.
Radiaanmo6odus

x=0+k-2n=0+2nk, kus 0<0<2m ja keZ.

N

1. Esitame nurga 1000° viimati ndidatud kujul ja kujutame seda koordinaattasan-
dil. Maarame nurgas sisalduvate tdispoorete arvu: 1000:360 =2, jadk 280. Tais-
poorete arv on k =2 ja jadk on nurk o.=280°. Seega voime kirjutada:

1000°=280°+2 -360°.
Joonisel jadb selle nurga I6pphaar IV veerandisse.

2. Esitame nurga -850° eelnevalt vaadeldud kujul. Taispdorete arv 850:360 =2,
jaak 130. Seega —850°= —130° + (-2 -360°) = ~130° ~ 2 - 360°. Asendame niiiid esi-
mese negatiivse liidetava, —130°, positiivse arvuga. Selleks liidame talle +360°
ning selleks, et vordus jadks kehtima, lisame summale omakorda {ihe negatiivse
taispoorde, —360°. Saame

—-850°=-130° +360° — 2 - 360° — 360°.

Siit —850°=230°+ (-3-360°) =230°-3-360°.
Nurga lopphaar jaab kolmandase veerandisse.



3. Esitame nurga 71 eelnevalt vaadeldud kujul. Téispoorete arv 7:2 =3, jadk 1.
Seega7m=1-m+3 21 = +3-2n. Kus asub selle nurga 15pphaar? (Uks vastus-
teston dige: y-telje positiivsel osal, x-telje negatiivsel osa, x-telje positiivsel osal.)

Ulesanded

15. Millises suunas
1) poorleb kella sekundiosuti;
2) on nummerdatud koordinaatveerandid'
3) tuleb mutrit kinni keerata;
4) tuleb nn vasakkeermega mutrit lahti keerata;
5) tuleb keeratavat veekraani avada?

16. Millises suunas poorlevad joonisel ndidatud hammasrataste siisteemis

1) IIja Il ratas, kui I ratas poorleb positiivses
suunas;

2) I ratas, kui II ratas poorleb negatiivses
suunas;

3) Ijallratas, kuiIll ratas poorleb negatiivses
suunas?

Kas on voimalik, et stisteem too6tab, kui I ratas

poorleb positiivses suunas ja Il ratas negatiiv-

ses suunas?

Missugused rataste podrlemissuunad purus-

tavad stisteemi?

17. Millise veerandi nurk on
1)149% 2)1100% 3)680% 4)-—680% 5)-235% 6)20085  7)1946°%
8)-1953% 9)09%;  10)-7,8m?

18. Skitseerige koordinaattasandil nurk.
1)45°  2)135% ~ 3)—60°%- 4)150°: 5)225°. -6)300°  7)-300%, - 8)1805,

9)2705  10)945°, 11)37", 12)%", 13)-33’5, 14)37“.

19. Kui suure nurga vorra poéérdub kuuekandiline mutter, kui seda keerata iihe
kandi vorra?

20. Autoratas seisab, ventiil allapoole. Missugusesse asendisse jouab ventiil, kui kee-
rata ratast kolm ja pool pooret positiivses suunas; kui keerata sama palju negatiiv-
ses suunas?

21. Teisendage nurk kujule o+k-360° kus 0°<a<360° ja keZ voi
x=0o+k-2n=0+2mk, kus 0<0.<2m ja k €Z, ning maarake, missuguse vee-
randi nurk see on ja mitme tdispoorde jarel on ldpphaar sellesse asendisse
joudnud.

1)8905 2)1979% = 3)-750°, « 4)2009%  b)—6908-~ 6)7205

7)25m,  8)-5lm, 9)11", 10)&




2. MIS TAHES NURGA TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID
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Olgu mingi punkt nurga 1dpphaaral T(—3; 4). Leiame selle 1opphaaraga maaratud
nurga siinuse, koosinuse ja tangensi.

Arvutame Pythagorase teoreemi abil punkti T kauguse r koordinaatide algusest.
Taisnurkse abikolmnurga OST hiipotenuusiks on 7 ja kaatetite pikkused on 3 ja 4.

Seega r? =32 +4% =25, siit r=+25=5.
-
Vastavalt siinuse definitsioonile sin .= 4 saame sin o.= 5 Analoogiliselt
r

c:osot—_—3-—2 ja tan(x—i— 2
= =5 ===

Kontrollimiseks kasutame &pitud seost sin? o+ cos? o.= 1. Kui asendame selle vérduse
vasakus pooles siinuse ja koosinuse leitud vééartustega ja teeme tehted, saame

(4)2 (3)2 16=-9 25
- +|- =4 —=—x]
5 5 95=95=-95

See on vordne parema poolega, seega on lootust, et oleme siinuse ja koosinuse leidnud
digesti.

: o S sin o
Leitud tangensi digsuse kontrollimiseks kasutame seost tan o.= ——. Asendame selle
cos 0.

vdrduse paremas pooles siinuse ja koosinuse leitud védrtustega, saame

4

5 _é.( é)_ dsb 4

=g G b=
5

See on vordne meie arvutatud tangensi vaartusega, vorduse vasaku poolega. Ka tan-
gens on leitud digesti.

Niites négime, et teises veerandis asuva nurga korral oli selle siinus positiivne, koosi-
nus ja tangens aga negatiivsed. Uurime niitid, missugused on mingi nurga o siinuse,
koosinuse ja tangensi védrtused koordinaatveerandites. Koik nimetatud suurused
maaratakse teatavasti 1opphaara mingi punkti P(x;y) koordinaate x, y ja selle punkti
kaugust nullpunktist r sisaldavate murdudega. Kuna r kui kaugus on alati mittenega-
tiivne (7 > 0), siis soltuvad nende murdude mérgid vaid koordinaatide x ja y markidest.
See omakorda sdltub aga veerandist, kus asub punkt P ja seega ka nurk. Jarelikult, kasu-
tades murru kui jagatise mérgireegleid, voime kirjutada, et

¢ I veerandis, kus x>0 ja y>0,on
sina=z>0, cosa=£>0, tan(x=1>0;
r r %x
e Il veerandis, kus x <0 ja y>0, on
sin(1=z>0, cosa=£<0, tan(x=z<0;
r T x
e III veerandis, kus x <0 ja y <0, on
sina=—y-<0, cosa=£<0, tana=£>0;
r r x
e IV veerandis, kus x>0 ja y <0, on

: x
sm(x=z<0, coso=—>0, tana=z<0.
r T x













