V11 kursus STEREOMEETRIA
Keha P6hja pindala Kiilgpindala Taispindala Ruumala
TAHKKEHAD
Prisma Si=iir | S =Sk +2Sp V=S, h
Piistprisma Sk=Ph S =Sk +2S, V=S, h
Korrapérane piistprisma Sp =pr; Sp=nar/2 Sk=Ph St =Sk +2Sp V=S, h
p=P/2=na/2 P=na St =P(r+h)
Piiramiid St =S¢ +Sp V=1/35, h
Korrapirane piiramiid Sp =pr; Sp=nar/2 Sk =pm St =S¢ +Sp V=1/3S, h
p=P/2=na/2 Sk=nam/2 St =p(r+m)
« Lo - h
Korrapirane tiivipiiramiid Spp=Ph s =(p+p)m S =S +S,+S, V=—(S ot lSpl*sz +Sp2)
Sy = Paly sk:nmm S =py(m+1)+p,(M+r,)
2
POORDKEHAD
Silinder Sp =nr? S=Ph=2nrh Si=Sk +2S, V=S, h
P=c=2nr S=P(r+h)=2ar(r+h)
Koonus Sp =nr? Sk=pm=arm S=Sk +Sp V=1/3 S, h
S=p(r+m)
= h
Tiivikoonus S =71 Sk =;z*m(r1+r2) S SK'ZSN:SP? V=5(5p1+\,spl*sp2 +S,,)
S,, =7, S, = 7r[r1 +r,"+m(r, + rz)] o, ,
\ :?(r1 +0r,+r,)
Kera S=4xr? V=4/3 nr?
KORRAPARANE PURAMIID . 2
KORRAPARANE PRISMA a-pShiserv TUVIPURAMIID
AN l-kilgserv
shitah o jf; ) r-péhja apoteem n-phitahkude nurkade arv
ijah;ser: nurkade arv ﬁ»,l : m-plramiidi apoteem aja az-;iéhisewad .
F’. ﬁe / h-piiramiidi kérgus ryja rz-pohjade apoteemid
I-kulgserv ’;’ 1 \ e 5 h-kérgus
h-kérgus s@“ ll h | a_n_L'”k p?hJa Ja kulgt?hu A m-piiramiidi apoteem
r-pdhja apoteem o7 = puramiidi apoteemi vahel Hralgserv
j’ ! B-nurk pdhja ja

d-(suurima) diagonaalldike
diagonaal

a-nurk diagonaallike
diagonaali ja pdhja vahel

B-nurk diagonaalldike
diagonaali ja kilgserva vahel

\--__— SILINDER
r-raadius
h dp—pohja diagonaal
h-kérgus
d d-telgloike diagonaal

a-nurk telgléike diagonaali
ja pdhja vahel

B-nurk telgléike diagonaali
ja kulgserva vahel

— &

kilgserva vahel

KOONUS

r>+h?=m?

KERA

a-nurk pdhja ja apoteemi
voi kulgtahu vahel

B-nurk pdhja ja
kilgserva vahel

r-kera raadius vai

r-raadius

d-p6hja diagonaal

h-kérgus

m-moodustaja

a-nurk moodustaja
ja pthja vahel

B-telgléike tipunurk

~_ ¢ '~

kera suurringi
raadius

TUVIKOONUS

Kehade lahendamisel on tarvis teada ka planimeetria valemeid :
http://www.koolielu.ee/files/Planimeetria.ppt

P ja r2-p6hjade raadiused
h-kérgus
m-moodustaja
d-telglike diagonaal
a-nurk péhja ja moodustaja vahel
B-nurk pohja ja

telglike diagonaali vahel
y-nurk moodustaja ja

telglgike diagonaali vahel


http://www.koolielu.ee/files/Planimeetria.ppt

K&ik naidisiilesanded on voetud raamatust

E.Abel jt. ,,Matemaatika iilesannete kogu keskkoolile”TIn.1990

Pea meeles lisaks kehade valemitele ka
taisnurkse kolmnurga lahendamise valemeid.

Pythagorase teoreem: kaatetite ruutude summa

vordub hiipotenuusi ruuduga a’+b*=c?
Eukleidese teoreem a® = fc ja b®> = gc ning h* =
. vastaskaatet . a
SHNUS = ———— sSin ¢ = —
hipotenuus C
. l&hiskaatet b
Teravnurga koosinus=—— coSa =—
hlipotenuus c
a
tan gens = v?st.askaatet tang = &
lahiskaatet ¢

Niilde 1.

fg

¢ hupotenuus a

a vastaskaatet

b C
a ldhiskaatet

IV. Ulesanne 107. Korrapérase kuusnurkse prisma
pikim diagonaal on ruutjuur 5-st cm ja
kolgtahud on ruudud.

Arvutada prisma ruumala.

Andmed:
n=6

d =sqrt(5) cm
H=a

V=2

M -Vastus:
B

ruumala tapne vaartus on 3sqrt(3)/2 cm? ja
ligikaudne vaartus on 2,60 cm?

Prisma pikim dagonaal d =+/5 asub pdhja pikimat diagonaali d , labival digonaalldikel
ADAD,. EtR=aja d = 2R = 2a, (korrapdrase kuusnurga diagonaalid jaotavad hulknurga

6-ks vordkiilgseks kolmnurgaks) siis tdisnurksest kolmnurgast ADD1
Pythagorase reoreemi (kaatetite ruutude summa vordub hiipotenuusi ruuduga) pohjal

d§+H2:d2:>(2a)2+a2:(\/g)z:>4a2+a2=5:>5a2=5:>a2:1:>a=1 (cm).




Prisma ruumala valemon V =S, *H . Teame, et H = a = 1 cm (kiilgtahud on ruudud). Vaja on

arvutada pohja pindala S, = % . Valemist ndeme, et vaja on leida veel pdhja apoteem r.

J3

Taisnurksest kolmnurgast O,D,K, sin 60° = % millest r =1*sin 60° = - 0,8660 (cm).

6*1*/3

Pohja pindala S, = === = 1,5v/3 ~ 2,598 (cm?)

Ruumala V =153 *1=15+3 ~ 2,60 (cm?)

Lisaks leia 1) kiilgpindala (6 cm?)
2) téispindala (6 + 3v/3 11,2 cm?)

Naiide 2.

IV Ulesanne 145. Arvutada korrapéarase nelinurkse puramiidi
taispindala, kui puramiidi kérgus on 3,1 'm ja
apoteemi ning pUramiidi péhja

vaheline nurk on 60°.

Andmed:
n=4
h=31m
a = 60°

S =7

v Vastus:

taispindala on 38,5 m?

A B
a

e g e - nam . . .
Piiramiidi tdispindala valemon S, =S, +S, , kus S, = - jas, = a’. Vaja on tiisnurksest

kolmnurgast EOG leida nii m kui ka r, sest ruudukujulise pdhja korral a = 2r.

sina:D:m:_L:m: _3’1 =3,580 (m)
m sin « sin 60°
h h 31 .
tanag=—=r-= = =1,790 (m) jaa =2*1,79 = 3,58 (m)
r tana  tan 60°
* *
Kiilgpindala S, = % = 25,63 (cm?)

Pdhja pindala Sp =358° =12,82 (cm?)
Téispindala S, = 25,63+12,82 = 38,5 (cm?).

Lisaks leia piiramiidi ruumala (13,2 m?)



Niide 3.

IV Ulesanne 231. Korrapéarase kolmnurkse tivipiramiidi killgserv on 4 m
ning kilgserva ja suurema pdhja vaheline nurk on 60°.
Arvutada tviplramiidi ruumala, kui

vdiksema pohja Gmber joonestatud
ringjoone raadius on 1 m.

Andmed:
I=4m
a=60°
R1 =1m
V=7

Vastus: ruumala tédpne vaartus on 19,5 m?

Tiivipiiramiidi ruunala valem on V = % (Sp, ++/Sp, *Sp, + Sp,). Vaja on leida piiramiidi
korgus H ja pohjade pindalad Sp, ja Sp,. Pdhjade pindalade arvutamisel kasutame kolmnurga

a*h

pindala valemit S, ; ..« = —

Téaisnurksest kolmnurgast C,GC leiame piiramiidi korguse H:

sin a=$:» H =1*sin @ = H =4*sin 60° = 2./3 ~ 3,464 (m).

Et R, on kaks korda pikem pdhja apoteemist 1, Siis I, = % =0,5 (m) ja

vdiksema pdhja korgus h =R, +r, =h =1+05=15 (m).

. h h 15
Taisnurksest kolmnurgast AD,C, sin60° =+ =a =—2* == —/3x1732 (m
u urgast AD,C, a, & sin60° 3 (m)
2
*
Viiksema pdhja pindala Sp, = e 5 h _ @ ~1,299 (m?)

Kolmnurgast C,GC cosa = GI—C = GC =4*cos60° =2 (m).

Et R, =EG+GC ja EG=R, ning r, :% siis

suurema pohja kdrgus h, =1, + R, =15+3=45 (m)

Analoogselt a, leidmisele leiame suurema pdhiserva a, = ﬁ =33 ~5196 (M) ja
*

suurema pohja pindala Sp, = 4.4 23\/5 = 13’2\/5 ~1196 (m?).

Ruumala V = 2;/5 (1’52*/§ n \/ 1’52‘/§ *13"2‘/5 T 13’2‘/5) _ 2‘2@ *19’2‘/5 =195 (m?)

Lisaks leia tiivipiiramiidi 1) apoteem (/13 m)
2) kiilgpindala (8\/@ ~ 50 m?)
3) tdispindala ( 7,5v/3 + 8+/39 ~ 63 m?)



Niide 4.

IV Ul. 254. Silindri telglige on ruut,
mille diagonaal on 12 cm.
Arvutada silindri taispindala.

Andmed;
dt =12 cm
dp =h

S, =7

|7 Vastus:

téispindala tapne vaartus on 1081 cm? ja
ligikaudne véaartus 339 cm?

Kuna ruudukujulise telgldike AC =d, jaotab selle kaheks vordhaarseks tdisnurkseks

kolmnurgaks siis sin 45° = dﬂ = h=12*sin 45° = 6~/2 ~ 8,485 (cm).

t
d
Et silindri diameeter d, =h=6v2 ja r = 7" siis silindri raadius r =3v/2 ~ 4,243 (cm).

Silindri kiilgpindala S, =21 *h =S, =27*3J2*6/2 = 727 ~ 226,2 (cm?)
Silindri pdhja pindala S, = = S, = 7(342)? =187 ~ 5,655 (cm?)
Silindri tdispindala S, =S, +2S, = S, =727 +2*187 =108z ~ 339 (cm?).

Lisaks leia 1) silindri ruumala (108\/§7z ~ 480 cm?)
2) telgloike pindala (72 cm?)

Naide 5.

IV U1.300. Koonuse moodustaja on 10 cm ning
pbhja imbermd6t 121 cm.
Arvutada koonuse ruumala.

Andmed:
m=10cm
P=12mcm
V=7

W~ Vastus:

ruumala tédpne véartus on 96T cm®ja A D

ligikaudne vaartus 302 cm? k 0 y Ar/




Et pohja iimbermdot P = 2nr ja P = 127, saame raadiuse r suhtes vorrandi
27 =127 = rzlz—”:G (cm)
2

Tiisnurksest kolmnurgast GOD Pythagorase teoreemi pdhjal h® +r? =m?, millest
koonuse kdrgus h? =10° —6° =64 = h = V64 =8 (cm)
Koonuse ruumala V = %Sp *h= %*n’rz *h=V = %*7[*62 *8 =967 ~302 (cm?).
Lisaks leia 1) koonuse kiilgpindala (60w =188 cm?)

2) koonuse tdispindala (96w = 302 cm?)

3) koonuse telgldike pindala (48 cm?)
Niide 6.

IV UI.358. Tuvikoonuse kérgus on 12 cm.
Moodustaja on telgldike diagonaaliga risti ning A, o, I B
nurk moodustaja ja pdhja vahel on 60°.
Arvutada tlivikoonuse kiilgpindala.

: d
Andmed: h=12 m
h=12cm

dt on risti m-ga
a=60° a

S =7
k A & (?1 r1L X B
1

M Vastus: | kilgpindala tépne véartus on 2881 cm?
ligikaudne vaartus 905 cm?

Tiivikoonuse kiilgpindala valem on S, = z(r, +r,)m.

Vaja on leida tiivikoonuse moodustaja m ja pdhjade raadiused r, ja r,.

Téaisnurksest kolmnurgast B, LB, sin o = % ,millest moodustajam = ﬁ =84/3 ~13,86 (cm)
ja samast kolmnurgast cosa = X & x=8/3*c0s60° = 443 ~ 6,928 (cm).
m

. m . s s
Téaisnurksest kolmnurgast A BB, cosa = 4 millest suurema pdhja diagonaal

1

83
cos 60°
Viiksema pohja raadius r, =O,L , mison r-st X-i vdrra liihem. Seega

r,=r,—x=83-43=43~6928 (cm)
Tiivikoonuse kiilgpindala S = 7z(8\/§ + 4\/§) *8./3 = 2887 ~ 905 (cm?).

d,

d, = =163~ 27,71 (cm) ning raadius r, = o= 83 ~1386 (cm).

Lisaks leial) tdispindala ( 528t = 1660 cm?)
2) ruumala ( 13447 = 4220 cm?)

Niide 7.

Kuna prisma pdhjaks on vordkiilgne kolmnurk (U1.435), siis selle nii sise- kui ka
iimberringjoone keskpunkt asub kolmnurga mediaanide 16ikepunktis. Mediaanide 16ikepunkt
aga jaotab mediaanid suhtes 2 : 1 alates tipust. Seega R = 2r.

Suure silindri ruumala avaldub valemiga V,,,, = 7R* *h = z(2r)* *h = 4ar* *h

Viikese silindri ruumala avaldub valemiga V. = ar° *h.

. Vo Aar?*h
Jagatis =— =
e *h

vaike




IV Ulesanne 435. Silindrisse on kujundatud korraparane kolmnurkne prisma ja
viimasesse on kujundatud silinder. Arvutada silindrite ruumalade suhe.

IV Suure silindri ristigige

IV Prisma ristldige

IV Vaikese silindri ristldige

p Vastus: Vsuur : Vvéike =4:1

Lisaks arvuta silindrite kiilgpindalade suhe ( 2 : 1)

Niide 8.

IV Ulesanne 434, Silindrisse on kujundatud
korraparane nelinurkne prisma,
mille diagonaal pikkusega 8 dm

moodustab prisma killgservaga 60°-se nurga.
Arvutada silindri ruumala ja kilgpindala.

Andmed:
d=8dm
a =60°
V=7

S, =?

?

W Vastus:- \/-= 4811 = 151 dm?3
Sk = 16sqrt(3)m = 87,1 dm?

Téisnurksest kolmnurgast leiame nii prisma Kui ka silindri korguse ja pohja diameetri (arvuta
iseseisvalt) h=4dmja d, = 43 ~ 6,928 dm ning silindri raadius r = 23 ~ 3,464 dm.

Silindri pdhja pindala S =127 dm? ja ruumala V =487 ~ 141 dm® ning kiilgpindala
S, =16+/37 ~87,1 dm.



Lisaks leia 1) silindri tdispindala (72'(16\/§ +24) 162 dm?)
2) prisma pdhiserv (2+/6 ~ 4,899 dm)
3) prisma kiilgpindala (32\/6 ~ 78,38 dm?)
4) prisma pdhja pindala (24 dm?)
5) prisma tdispindala (32\/6 +48 =126 dm?)
6) prisma ruumala (96 dm?)

Niide 9.

IV Ulesanne 452. Kera raadius on 9 dm.

Kerasse on kujundatud a

korraparane kuusnurkne prisma, —

mille kérgus on 14 dm. I R=9

Arvutada prisma pdhiserv ja ruumala. : 7
Andmed: I —
R=9dm N -
h=14 dm . — |
a=2? : h=14
V=7 i 1

# Vastus: prisma pohiserv on 8 dm ja

ruumala 896 dm?

Prisma sees paiknevast tdisnurksest kolmnurgast leiame poole prisma pdhja diagonaalist (leia
iseseisvalt) x = 42 ~ 5,657 dm. Prisma iilemisel tahul paiknevast taisnurksest kolmnurgast
leiame prisma pdhiserva a = 8 dm. Prisma pohja pindala S, =64 dm?ja V =896 dm’.

Lisaks leia 1) prisma kiilgpindala (448 dm?)

2) prisma tdispindala ( 576 dm?)

3) kera pindala (324w dm?)

4) kera ruumala (972n = 3054 dm?)

5) mitu % moodustab prisma ruumala kera ruumalast? (29%)
Niide 10.

Et vordkiilgse kolmnurga (U1.455) iimberringjoone keskpunkt on mediaanide 1dikepunktis, siis
koonuse korgus h = 2+1 = 3 (m). Pythagorase teoreemi pdhjal

koonuse raadius r =+/22 —12 =+/3 (m).
Koonuse pdhja pindala S, = 7[(\/5)2 =37 (m?) ja ruumala V = %*37[ *3=37~9,42 (m?).
Kui koonuse raadius r =+/3 siis diameeter oo = 2+/3 ja ka moodustaja m = 2+/3 (m).

Koonuse kiilgpindala S, = 7*+/3 *23=67~188 (m?) ja taispindala
S, =67 +37 =97 = 28,3 (m?).

Lisaks leia 1) kera suurringi pindala (47 = 12,6 m?)
2) kera pindala (16w = 50,3 m?)
3) kera ruumala (327/3 = 33,5 m?)



IV Ulesanne 455. Kera raadius on'2 m.
Sellesse on kujundatud vérdkiilgse telgldikega koonus.
Arvutada koonuse téispindala ja ruumala.

Andmed:
R=2m

dkoonus =m

S;=7?

V=7

F Vastus: S, =97 =283 m?
V=3mr=942 m?

dkoonus

Néide 11.

IV Ulesanne 326.Taisnurkne kolmnurk,
mille kaatetid on 15 cm ja 20 cm, A
p66rleb hiipotenuusi tmber.

Arvutada p66rdkeha pindala ja ruumala.

Andmed: m1=20
kolmnurk ABC on taisnurkne
m, = 20 cm
m, = 15 cm
S=7?

v=? ) e = —-

V Vastus:

pindala on 4201 = 1319 cm?
ruumala on 12001 = 3770 cm?

Poorlemisel tekib kaks iihise pohjaga koonust.
Taisnurkses kolmnurgas ABC Pythagorase teoreemi pohjal leiame hiipotenuusi pikkuse
c? =20% +15° = 625 = ¢ = 25(cm). Eukleidese teoreemi pdhjal leiame kaateti m,

o 2 o m’  20°
projektsiooni h, jargmiselt: m" =h *c=h, = ~ "5 =16 (cm).

Hiipotenuusist teine osa h, =25—-16=9 (cm). Po6rdkeha raadiuse leiame kolmnurgas AOC

Pythagorase teoreemi pdhjal r* = 20> —16° =144 = r =+/144 =12 (cm).

Poordkeha pindala koosneb kahe koonuse kiilgpindalade S,, = #m, ja S,, = 2rm, summast.

S =mm +am, =ar(m +m,) =S =7*12(20+15) = 4207 ~1319 (cm?).
Analoogselt leiame podrdkeha ruumala

v :%ﬂrzh1 +%7zr2h2 :%ﬂrz(hl+h2) =V 2%72'*122(16+9) =12007 ~ 3770 (cm?)



